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第一章  引论 
1.1  概述 
铁磁流体由铁磁性质的固相微粒和不导磁的液态基础载体组成。但它基本上仍然是一类液体，具
有液体的一切共性，并且遵守液体运动的三个基本定律，即质量守恒定律，动量守恒定律，能量守恒
定律。然而不同于普通流体的是，在三个守恒定律的数学形态上，除连续性方程外，在运动方程和能
量方程中，都包含有磁作用项或蕴涵磁作用因素。最重要的诸如磁作用对粘性的影响，在运动方程中
的磁力和磁力矩项，能量方程中的磁内能、磁化功等。 
外磁场对铁磁流体的控制，不需要通过附加的机械装置，就可以改变铁磁流体的运动状态，这样
超距的控制，在所有流体中是独一无二的特点。铁磁流体内固相微粒的尺寸比一般工业两相流内的固
相颗粒要小好几个数量级。这种纳米级尺寸的固相微粒，在铁磁流体中两相运动的滞后是完全可以忽
略的。但是，一旦施加外磁场，则固相微粒因受到磁场力和磁场力矩的作用，而与基载液体在速度上
不再同步，即平移速度和转动速度的滞后就将出现，滞后引起的粘性阻力和粘性阻力矩就将磁场力和
磁场力矩传递到基载液体上。所以说没有两相流效应，就谈不上外磁场对铁磁流体的控制。 
要使两相流效应足以对整个基载液产生控制作用，其条件是固相微粒必须极为细小。这样占铁磁
流体总体积不超过 10%的固相物质能够提供巨大的两相接触界面，而且尺寸细小，微粒就有热运动。
热运动是保持固相微粒均匀分布于铁磁流体中的根本前提。目前的铁磁流体固相微粒的直径为
8nm~12nm，大约相当于 100个单分子大，可以认为是大分子，而且微粒在铁磁流体中是稀疏相。这样，
统计物理学和分子运动论就成为研究固相微粒的行为的有力工具。使用统计物理学和分子运动论分析
铁磁流体得出的结果使人满意。最显著的例子就是 Langevin函数给出的铁磁流体的磁化强度。 
和普通两相流一样，铁磁流体也存在连续性问题。在铁磁流体中，任何一点处能遇到的，要么是
固相微粒，要么是基载液体，不可能两相同处于一点。铁磁性的固相微粒分散在基载液中，微粒所在
点处，物理性质与周围液体完全不同，并且是陡峭地突然改变，是一种矩形脉冲式的变化。将这些分
散的脉冲物理性质化为连续的物理性质，本书的办法是在每个固相微粒所在点的邻域内利用 Dirac的
函数取该邻域内物理性质之平均值。尽管各个鄰域相对于流场很小，但它们是无间断地互相连接而充
满整个流场，以致邻域上的物理性质之平均值在流场中也成为连续的、平滑的。在此基础上列出的动
力学方程只在平均值的意义上成立。但它们仍能给出有用的结果。 
 
1.2  铁磁流体 
1.2.1  铁磁流体的组成成分 
铁磁流体的主要成分是液态的基础载体和固相的铁磁性微粒。 
能够作为基础载体的液态物质很多。诸如水、酒精、煤油、酯类、醚类、硅油类、矿物油类、水
银及其合金，等等。液态的基础载体简称基载液，它是铁磁流体能够具有流体性质的根本因素。基载
液主要是按照铁磁流体的用途来选择。对于大量使用而且顾及成本低廉，则最好选择可以回收后循环
使用的液体，例如矿物油类；对于特殊用途，像在高温低压下能够较长期保持不干涸的铁磁流体，则
硅油是合适的选择对象；对于医疗临床使用，水作为基载液是最容易接受的。就体积而言，基载液占
铁磁流体的绝大部分，通常为 90%，甚至更多。 
固相磁性微粒均采用铁磁性材料，如铁、钴、镍、磁铁矿（Fe3O4）、二氧化铬（CrO2）、钡铁氧体、
锶铁氧体，以及一些稀土金属的合金，等等。铁磁流体的名称并不表示这类流体具有铁磁性质，只是
因为它们含有铁磁性的固相微粒。由于固相微粒按体积只占铁磁流体的 5%~10%，加上固相微粒热运
动的影响，铁磁流体的磁化率仅达到 2~3，远低于铁磁物质，但比顺磁物质高很多，所以它是一类超顺
磁体。 
在铁磁流体中，基载液是不导磁的，只有固相物质具有磁化性能。外磁场如何能够通过体积分量
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不到 10%的固相来控制整个铁磁流体？达到这一点有两个基本要求：一是液固两相有足够大的接触面
积，二是液、固两相必须是均匀地混合在一起。其办法就是，使固相物质成为极细小的微粒状，其直
径只有 8 910 ~10 m  的量级。设体积为 fV 的铁磁流体中含有 N个微粒，则固相的体积 pV 是 
1p pV NV  
1pV 是一个固相微粒的体积。上式两边除以 fV ，则有 
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式中 p f pV V  是固相物质在铁磁流体中的体积分量； f vN V n 是单位体积铁磁流体中所含的固相微
粒的个数，即体积数密度； pd 是单个微粒的直径。上式可以写成 
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          (1.1) 
取 (0.05 ~ 0.10)p  ， 9(5 ~ 10)10 mpd  ，代入式（1.1）得 
23 24 3 17 18 3(10 ~10 ) m (10 ~10 ) cmvn  颗 颗  
这样巨大的体积数密度提供的两相之接触界面也是极其巨大的。设 pS 是单位体积铁磁流体内固相微粒
的总表面积， 1pS 是一个微粒的表面积，则有 1p v pS n S ，用式（1.1）和 21p pS d 代入，就得 
6 p
p
p
S
d

                                (1.2) 
取 0.06p  ， 98 10 mpd   ，于是由式（1.2）算出 
6 2 3 2 345 10 m m 45m cmpS     
这个结果说明，在 1毫升的铁磁流体中，两相之间界面面积竟然有 45 2m 之大。这个数字并非特殊，
而是相当典型的。按表面粘附条件，外磁场通过控制固相微粒来控制整个铁磁流体是不难理解的。 
通常粒度小到 610 m 的微粒在液体中就有 Brown 运动。所以粒度为 910 m 的固相微粒在铁磁流体
中具有很激烈的 Brown运动。微粒的 Brown运动是其周围的基载液分子碰撞的结果。基载液分子碰撞
固相微粒的方向是随机的。碰撞的频率不下于每秒 2110 次。所以固相微粒的运动必然具有高度的随机性
质，并且在每个方向都有相同的几率。从而保证固相微粒在铁磁流体中的均匀分布。 
但是，Brown 运动同时也造成了固相微粒之间互相碰撞的机会。由于微粒之间相互作用的磁性力
和 van der Waals力，碰撞之后可能不再分开，逐渐结合成更大的聚集体。聚集体大到一定程度之后，
就丧失 Brown 运动的能力，沉淀现象随之发生。此时铁磁流体的磁性能变坏以至于最终消失。为了克
服聚集问题，在铁磁流体中加入了第三种重要成分，即分散剂。分散剂是一类长链大分子，它们有一
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个极性端，极性端后面的尾部是非极性的。分散剂链分子的长度与固相微粒的直径有相同的量级。极
性端吸附于固相微粒的表面上，其尾部在基载液分子的碰撞下作自由的摆动，这样的摆动也是一种热
运动，具有热运动的能量。这种摆动的能量构成了防止固微粒聚集的能垒[1]。可以作为分散剂的物质包
括油酸、亚油酸、卵磷酯、聚醚酸、聚磷酸衍生物、聚胺类，等等。分散剂的选择，要考虑和基载液
体及固相微粒的材料性质相匹配。尤其是分散剂不能大量地溶解于基载液中，以至失掉其应有的功能。 
 
1.2.2  铁磁流体的胶体稳定性 
依照气体分子运动论，每一个分子热运动的能量等于
0Ck T ，其中 0k 是每个气体分子的气体常数，
它是一个普适的物理常数， 230 1.38 10 m Kk N
   ，T是绝对温度，C是对应平均动量的因数，平均动
量有三种，即最可几动量、算术平均动量、均方根动量。由能量均分定理，气体分子具有的广义动量
平方或广义坐标平方形式的热运动能量（诸如平动动能 21 1( ) (2 )mV m 、转动动能
2
1 1( ) (2 )J J 、振动动
能 2( ) (2 )u  、弹性位移势能 2( ) (2 )kx k 等等），其能量都等于 0Ck T ，所以下面的式（1.3）是普适的： 
1 0TE Ck T          (1.3) 
上式左方下标“T”表示热运动，下标“1”表示一个分子。铁磁流体中的固相微粒的尺寸大约相当于
100个单分子，所以可以看作是“大分子”，借助气体分子运动论分析固相微粒的行为，结果令人满意。
于是气体分子运动论遂成为研究铁磁流体的有力工具之一。 
 
1.在重力场中铁磁流体的胶体稳定性 
铁磁流体的固相微粒在重力场中的势能是固相微粒的重量与它所排开的同体积的铁磁流体重量之
差和高度的乘积。一个固相微粒的重量是 1NP PV g ，同样体积的铁磁流体的重量是 1f pV g ，则一个微
粒的重力场势能是 
1 1( )NP f p gV gh E    
式中 h 是固相微粒所处的高度，固相微粒的体积 31 6p pV d ，如果固相微粒的热运动能 1TE 大于势能
1gE ，则固相微粒在铁磁流体中仍然有 Brown运动而不致沉淀，即 
3
0 ( )
6
NP f pCk T gh d

     
由此得出 
1/3
06
( )
p
NP f
Ck T
d
gh  
 
  
  
         (1.4) 
取一种矿物油+Fe3O4 的铁磁流体，固相微粒的 35240kg/mNP  ，铁磁流体的
31113kg/mf  ，重
力加速度 29.81m/sg  ， 0.1mh  ， 1C  ， 298KT  ，代入式（1.4）算出 
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912.2 10 mpd
   
若固相微粒的直径不大于 12nm，则在铁磁流体中的固相微粒不会因重力作用而沉淀。这就是说铁磁流
体具有合乎要求的贮存性能，它能够长期地保持胶体状态。 
2. 在外磁场中铁磁流体的稳定性 
一颗固相微粒在外磁场 H 中的磁势能 1mE 是它的磁矩 1pm 与H 的点积，即 
1 0 1 0 1 cosm p pE m H m H        
式中 是两矢量 1pm 和 H 之间的夹角。 1mE 的最大数值是当 cos 1  ，此时两矢量 1pm 和H 是共线的，
固相微粒受到的磁场力（即 Kelvin力）也是最大的，若固相微粒的热运动能 0Ck T 大于值 0 1pm H ，即 
0 0 1pCk T m H  
则铁磁流体在外磁场中能够稳定地保持其胶体状态。 
用 31 1 6p p p p pm M V M d  代入上面的不等式，就得 
1/3
0
0
6
p
p
Ck T
d
M H
 
  
  
         (1.5) 
设微粒材料是 Fe3O4，其磁化强度 54.46 10 A mpM   ，外磁场强度取为 54 10 A m ，温度为常温
298KT  ， 7 20 4 10 AN 
  ，取 1C  ，代入式（1.5）中，得到 
93.27 10 mpd
   
实际使用的微粒直径都大于上述计算的结果，而 54 10 A mH   仅是中等的磁场强度。于是就提出分
散剂的必要性。 
3.铁磁流体内微粒磁性集结而引起的胶体稳定性问题 
铁磁流体内的固相微粒尺寸小于其材料的磁晶单畴临界尺寸，所以它们属于磁单畴或亚磁单畴的
微粒。每个微粒都是一个磁偶极子，它在自己的周围形成磁场。若另一个磁偶极子靠近它，而在它的
磁场内具有了磁势能，这就是偶极子对之间的磁势能。 
设偶极子对由偶极子（即磁性固相微粒）
1pm 和 2pm 形成，它们之间的磁吸引势能是
[1] 
1 23
[3cos cos( ) cos ]
4 | |
o
dd p pE m m
r

   

         (1.6) 
式中 | |r 是两偶极子中心距离矢量的模， 1 2| | s p pr d a a   ， sd 是两偶极子表面之间的距离， 1pa 和 2pa
分别是偶极子
1pm 和 2pm 的半径， 是两偶极子中心联线与矢量 1pm 或 2pm 的夹角，是两矢量 1pm 和
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2pm 的夹角。当矢量 1pm 和 2pm 共线并且两偶极子表面相接触时，偶极子对之间的磁吸引势能数值最大。
即在式（1.6）中取 0sd  ， 0   ，于是有 
0
1 23
1 24 ( )
dd p p
p p
E m m
a a


 

       (1.7) 
倘若取两微粒的材料相同， 1 2p p pM M M  ，并且粒度相同， 1 2 2p p pa a d  ，同时用 3 6p p pm M d
代入，得到 
2 3
0
144
dd p pE M d

                            (1.8) 
两偶极子接触以后，能依靠热运动将两者分开的条件是 0 ddCk T E ，于是解出 
1/3
0
2
0
144
p
p
Ck T
d
M
 
   
 
                           (1.9) 
对于材料为 Fe3O4的微粒，在常温下的临界尺寸是 
80.908 10 mpd
   
通常铁磁流体的固相微粒取在 8nm 到 12nm 之间，但这都是名义上的平均尺寸，实际微粒是大小不等
的。上述 9.08nm这个临界条件基本上就是实际应用的平均值，或者接近实际应用的平均值。所以，在
铁磁流体中必定存在很多大于 9.08nm的微粒。这种尺寸的微粒一旦碰撞，就集结在一起不再分离，形
成更大的粒度。其后在不断地碰撞中不断地“长大”，最终失去 Brown运动的能力，沉淀随之发生。在
此过程中，铁磁流体的磁化性能逐减弱，最终丧失磁性。这是又一个需要分散剂的原因。 
 
1.3  铁磁流体的磁松弛过程 
1.3.1  概述 
所谓松弛过程，就是当铁磁流体所处的外部条件（主要指外磁场）发生改变时，铁磁流体内部从
原来的状态改变到与外部条件相适应的状态，这就是松弛。磁松弛就是铁磁流体的磁化强度M 随外磁
场强度 H 改变的过程。铁磁流体的磁化和退磁都属于磁松弛。铁磁流体磁化的驱动力是外磁场，外磁
场的作用是使铁磁流体内固相微粒的磁矩矢量在适应的程度上转向外磁场矢量 H 的方向，从而显示出
磁性。铁磁流体退磁的驱动力是温度 T，确切地说就是热运动能 0k T 。热运动的纷乱无规的随机性质使
铁磁流内大量的固相微粒之磁矩朝向各个方向的几率相同，从而铁磁流体不表现出宏观上的磁性。 0k T
越大，乱得越厉害，变乱的进程也更迅速，所以铁磁流体的磁化强度是外磁场和温度两者的作用达到
平衡的结果。 
松弛既是一个过程，当然完成这样的过程需要一定的时间。铁磁流体磁松弛有两种机制：一种是
由微粒的磁矩旋转来实现，这称为内禀性过程；另一种是由微粒自身的旋转来完成，这种过程称为非
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内禀性。内禀性过程所需的时间是 Neel扩散时间
Nt ，非内禀性过程所需的时间是 Brown扩散时间 Bt 。
Nt 和 Bt 是铁磁流体两个重要的物理参数。 
1.3.2  内禀性磁松弛过程 
铁磁流体中所使用的固相微粒均是铁磁性材料。铁磁性材料磁化有两个特点：一是这类材料具有
磁畴结构，其磁松弛过程是以磁畴为单位旋转的。每个磁畴的体积很小，大约只有 12 3 10 310 m ~10 m  ，
但相对于材料的原子来说，却是非常巨大，每个磁畴内含有几十亿个原子。所以，以磁畴为单位旋转
的磁效应远比以原子为单位旋转的磁效应大得多。故而铁磁性材料的磁化率要比顺磁性材料大好几个
数量级。 
另一个特点是磁化各向异性，即存在容易磁化方向和不容易磁化方向。铁磁物质和任何导磁物质
一样，其磁化必需外磁场对其作功，这种功就是磁化功 mw ，即 
0mw HdM            (1.10) 
需要磁化功最低的方向，就是铁磁材料的容易磁化的方向。在图 1-1 中绘有 A 和 B 两条示意的磁
化曲线。按照式（1.10）所表述的磁化功就是磁化曲线和纵坐标轴 M 之间所包围的面积。图 1-1 中曲
线 A与 M轴之间所包围的面积比曲线 B的小，所以曲线 A所代表的方向是容易磁化的方向，而曲线 B
则不是。两条曲线之间的阴影面积就是磁化功之差，称作为磁晶各向异性能。这个各向异性能是磁化
方向与容易磁化方向之间的夹角 K 的函数。其函数形式为 sin K 偶次方的级数形式。级数的前 n项为： 
2 4 2
1 2sin sin sin
n
K K K n KE K K K       
 
图 1-1  一种铁磁性材料沿不同方向的起始磁化曲线 
式中， KE 是单位体积内的磁晶各向异性能， 1K ， 2K ，…， nK 均是实验得到的系数，并且均具有体积
能的单位 3m mN  。在一级近似下，只取级数的第一项： 
2
1 sinK KE K   
对于一个固相磁性微粒，各向异性能为 
2 3 2
1 1 1 1
1
sin sin
6
K p K p KE V K d K     
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当 2K   时能量 KE 达到最大峰值，即 
3
max 1 1 max 1 1 1
1
( ) , ( )
6
K K p pE K E V K d K          (1.11) 
在固态铁磁性物质内，原子运动的主要形式是旋转振动。振动的驱动能量是热能，所以大量原子
随机热振动能量的统计平均值就是
0k T 。这种随机热振动频率的分布遵守统计物理学中的
Maxwell-Boltzmann分布律①，即 
1
0
exp K K
Ef
df d
z k T

 
  
 
 
式中，f 是统计平均振动频率，z 是配分函数。如果在振动中达到角度
K 的频率是 f ，则在区间
[ , ]K K Kd   内的振动次数是 
Kdf f d   
代入M-B分布式中，就得 
1
0
exp K
Ef
f
z k T

 
  
 
 
当 0K  或 时，有 1 0KE  ，此时的振动频率记为 0f ，由上面的M-B分布式可以得到 0f f z ，于是
M-B分布就成为 
1
0
0
exp K
E
f f
k T

 
  
 
        (1.12) 
对于一般的磁性固体材料，这个最低能位的原子振动频率 0f 的值，数量级为 12 13 110 ~10 s ，McNab
等人得出在煤油+Fe3O4的铁磁流体中，固相微粒的 0f 之值约为 9 110 s 。 
当 2K   时， KE 达到最大值。一个固相微粒在此能位最高峰时的振动频率是 
1 1
2 0
0
exp
pK V
f f
k T

 
  
 
        (1.13) 
只有在原子旋转振动的能量高于 1 1pK V 时，才有可能实现磁矩的转向，所以 2f  就是可能实现磁矩转向
的频率。 2f  的量纲是 1s ，故其倒数就是时间，称为 Neel松弛时间或 Neel扩散时间，它就是微粒中
的磁畴由原来的方向转为外磁场方向所需的时间，即实现固相微粒的磁矩转向的时间 
                                                      
① 请参阅参考文献[1]第 3章或参考文献[3]的第 4章。亦可在统计物理学的书籍中找到。 
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1 1
2 0 0
1 1
exp
p
N
K V
t
f f k T
 
   
 
        (1.14) 
由式（1.13）可以看出，磁晶各向异性能的最高能位峰值 1 1pK V 越高，原子可能越过这个能位的频
率 2f  越低，从而扩散时间 Nt 越长。系数 1K 是常数，由式（1.14）可见，固相微粒的体积 1pV 越大， Nt
以指数关系增长。 
铁磁流体的固相微粒的平均尺寸是磁单畴的或亚磁单畴的，所以固相微粒的磁畴旋转也就是微粒
的磁矩旋转。如果微粒内部的磁畴旋转速度远快于微粒本体在基载液中的旋转速度，从而磁松弛取决
于磁畴旋转，这样铁磁流体称为内禀性铁磁流体。 
 
1.3.3  非内禀性磁松弛过程 
在外磁场作用下，悬浮于基载液中的固相微粒的磁矩转向外磁场的机制有两种。一是固体微粒内
部的磁畴相对于微粒本体旋转而趋向外磁场方向；一是固相微粒本体旋转而拖带其磁畴转向外磁场。
磁畴相对于微粒本体的旋转是相对运动，而微粒本体的旋转是牵连速度。所以磁矩的转速应是两者之
和。虽然两种速度同时存在，但是小体积的微粒，其磁畴旋转速度远快于微粒本体的旋转，故其磁松
弛过程取决于磁畴之旋转，这就是前面所讨论的内禀性磁松弛过程。大体积的微粒，其本体在磁力矩
和其他外力矩的作用下，旋转速度远快于内部磁畴的旋转，磁松弛过程取决于微粒本体的旋转。这种
磁化过程就是非内禀性的。 
就非内禀性的磁化过程来讲，问题就集中于固相微粒本体在基载液中的旋转。此时驱动旋转的力
矩是磁力矩 1mL  
1 0 1m pL m H          (1.15a) 
式中矢量
1pm 是一个固相微粒的磁矩。若外磁场强度矢量 H 和 1pm 之间的夹角是，则上式可以写成 
1 0 1 sinm pL m H           (1.15b) 
当微粒旋转时，必然受到基载液对其施加的粘性阻力矩。可以想像粘性阻力矩的大小一定和微粒
之旋转速度 d dt 成正比，即 
L d dt   
或写成等式 
d
L C
dt
 

   
式中C 是阻力矩系数，负号表示 L 是阻力矩。 L 的单位为 mN  ，旋转角速度 d dt 的单位为 1s ，故
C 的单位是 m sN   。单个微粒的旋转运动方程是 
2
1 2 m B
d
J L L L
dt


    
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式中 BL 称为 Brown力矩。它因微粒相互擦撞产生。设上面方程的各项共线，则可以写成 
2
1 0 12
sinp B
d d
J m H C L
dt dt

 
      
 
上式右方第一项磁力矩前面加上负号是因为磁力矩总是使角减小。微粒在基载液中的旋转运动是一
种极低 Reynolds数的运动，故运动方程左边的惯性项可以略去，而后整个式子通乘以 0 1sin ( )pm H  ，
就得 
2
0 1 0 1
(sin )
sin sin B
p p
C Ld
m H dt m H
  
 
    
将上式左方的系数改写 
0
0 1 0 0 1
2
2p p
C C k T
m H k T m H
 
 
   
注意C 的单位是 m sN   ，而 0k T 的单位是 mN  ，所以两者的比值是时间单位 s，于是将此比值定义为
Bt ，同时用 表示右方的第二个比值，所以有 
0 1
0 0
,
2
p
B
m HC
t
k T k T


         (1.16) 
Bt 称为 Brown松弛时间或 Brown扩散时间。将式（1.16）代入运动方程，并加以改写得 
2
0 1
sin2 cos
(1 cos ) BB
p
Ld
t
dt m H


 
      
将上式两边取统计平均，方程右方第二项分母 0 1pm H 是常数，而分子 BL 和 sin之间是统计独立的，
故 
0 1 0 1
( ) (sin )sin B e eB
p pe
LL
m H m H

 
 
  
 
 
下标“e”表示数学期望，即统计平均。 BL 是热运动产生的 Brown 力矩，这种力矩无论方向或大小都
是随机的，杂乱无序的，所以 BL 的统计平均值是零。于是，对于大量微粒的统计平均值之旋转运动方
程成为 
2
(cos )2
(1 cos )eB e
d
t
dt



   
方程的右边是统计平均值。在统计物理学中，一个物理量 A的统计平均值 eA 的计算式是 
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0
0
exp
exp
e
E
A d
k T
A
E
d
k T


 
  
 
 
  
 


       (1.17) 
式（1.17）右方的分母称作为配分函数，E是总能量，称为相宇或相空间。在当前所讨论的问题中，
A就是 21 cos  ，E是微粒在磁场中的磁势能
0 1 0 1 cosp pm H m H      ，在铁磁流体大量固相微粒的
磁矩从四面八方转向外磁场方向，它们的磁矩矢量在空间扫描出一个半径为 1pm 的圆球表面，这个圆球
面就是相空间。于是，运动方程成为 
2
1 1
0
1 1
0
[(1 cos )exp( cos )](2 sin )(cos )2
[exp( cos )](2 sin )
p p
e
B
p p
m m dd
t
dt m m d


     
     




 
注意右方积分中
0 1 0 0 1 0 0cos cos ( ) ( ) ( )p pm H k T m H k T E k T         ，将右方分子分母约去常数
2
12 pm 之后，改写成便于积分的形式 
 
2
0
0
2
0
2
0
2
(1 cos )exp( cos ) ( cos )(cos )2
exp( cos ) ( cos )
( cos ) exp( cos ) ( cos )
                          1
exp( cos ) ( cos )
( cos ) 2( cos ) 2 exp(
                          1
e
B
dd
t
a dt d
d
d




   
  
     
    
    
 
 

 
 





 
 
0
2
0
2 2
2
cos )
exp( cos )
( 2 2) ( 2 2)
                          1
( )
e e
e e


 
 

  
   




    


 
于是得出统计平均的旋转运动方程为 
1 1
(cos ) cothe
B
d
dt t
 

 
  
 
          (1.18a) 
就一个固相微粒而言，其磁矩
1pm 在外磁场 H 方向的投影是它的有效磁矩 pm ，即 
1 cosp pm m   
对于大量的固相微粒，就需要按统计平均值考虑，因为 1pm 是常数，故 
1(cos ) ( )p e p em m   
设在体积为 fV 的铁磁流体中含有 N个固相微粒，则上式可改写成 
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1
(cos ) ( )
p
e p e
f f
Nm N
m
V V
   
注意 1 1p p pm V M ， ( )p e fN m V M ，其中 pM 是固相微粒材料最大磁化强度，M是铁磁流体的磁化强度，
1p f p f pNV V V V   ， p 是铁磁流体中固相物质的体积分量。于是上式成为 
(cos )e
p p
M
M


            (1.19) 
将式（1.19）代入式（1.18a），由于 p 和 pM 是常数遂得 
1 1
cothp p
B
dM
M
dt t
 

 
  
 
         (1.18b) 
 
式（1.18b）就是铁磁流体非内禀性的磁化运动方程。上式积分，设初始条件是 0t  ， (0) 0M  ，并且
设 与 t无关，就有 
1
( ) cothp p
B
t
M t M
t
 

 
  
 
       (1.20) 
当 Bt t 时，就得到和外界条件（主要是外磁场强度 H和温度 T）相适应 的平衡磁化强度 
1
cothp pM M 

 
  
 
       (1.21) 
式（1.21）称为 Langevin方程，而 coth (1 )  称为 Langevin函数，记为 ( )L  ，即 
1
( ) cothL  

          (1.22) 
 
1.4  铁磁流体在外磁场中所受的力、力矩和所具的磁势能 
在铁磁流体中取出一个六面微元控制体作为分析的单元。这个单元相对于铁磁流体流场而言非常
微小，以致于在其中参数的变化可以认为是线性变化，即采用 Taylor 展开的前两项，这当然带来很大
的简便。相对于铁磁流体的固相微粒而言，这个微元体又足够大，它其中包含了大量的固相微粒，从
而其参数变化符合连续性和光滑可微的要求。 
 
1.4.1  铁磁流体在外磁场中所受到的磁力 
磁力是铁磁流体所特有的一种彻体力。实际上外磁场只对铁磁流体内的铁磁性固相微粒起作用，
而基载液是不导磁的，对于外磁场的存在没有任何响应。在铁磁流体的混合流分析中，是将固相和液
相的胶体混合物作为一个整体来对待，也就是将固相微粒磁化的效应摊派到整个铁磁流体混合物上，
结果就是式（1.21）所表示的那样。 
铁磁流体磁化的基本机理是每个单畴或亚单畴的固相微粒体的磁矩方向，都在某种程度上趋近于
外磁场的方向。所谓的某种程度是指微粒的磁势能与微粒的热运动能相平衡的结果。对于非均匀磁场，
由于各点磁场强度不同，对于微粒磁矩的约束能力也不同，结果各处的固相微粒磁矩方向趋向外磁场
的程度不一致，其表现就是铁磁流体的非均匀磁化。在图 1-2的（b）图上可以看到分子电流是变化的。
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这些电流都是所在平面上的平均值，电流的下标是其电流环的法线方向。电流环法线的正方向按右手
螺旋规则确定，如图（c）所示。 
在图（c）中，平面表面 add a 的分子电流之平均值是 
1
4 2 2 2 2
   
2 2 2 2 2
z z z z
z z
z z z z z
z z z
i i i idx dz dy dz
i i
x z y z
i i i i idx dz dy dz dz
i i i
x z y z z
         
         
      
          
          
       
 
 
 
图 1-2  铁磁流体的微元控制体上的外磁场和分子电流环 
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同样的办法可以得出下平面bcc b 的分子电流的平均值是 
2
z
z
i dz
i
z

 

 
其它四个平面表面上分子电流的平均值依次是
2
x
x
i dx
i
x

 

，
2
x
x
i dx
i
x

 

，
2
y
y
i dy
i
y

 

，
2
y
y
i dy
i
y

 

。所有
这些平均值都用各电流环平面的法向矢量表示，如图 1-2的（b）和（c）。 
设在微元控制体中心处的外磁场强度是 0B ， 0B 常称为磁化场。矢量 0B 在 x，y，z三个方的分量是
xB ， yB ， zB ，则 
0 x y zB iB jB kB    
因为外磁场不均匀，所以在微元控制体的六个表面上，磁化场分量都有增量，这就是图 1-2的（a）图
所示的那样。在磁化场强度较高的表面上，固相微粒的磁矩方向与磁化场方向一致的程度较高，若以
平面分子电流环作为固相微粒的电磁学模型，则在微元控制体表面上存在未被抵消的分子电流。并且
磁化场强度较高的表面上，分子电流强度也较高，磁化场强度较低的表面上，分子电流强度也较低，
如图 1-2的（b）图所示。 
若有传导电流穿过微元控制体，并且传导电流的面密度是 cj ，则微元控制体内的磁化场 0B 就是有
旋的，即 
0 0 cB j   
上式两边展开写成 
0( ) ( )x y z x y zi j k iB jB kB ij jj kj
x y z

   
        
   
 
左边相乘以后，按方向拆开就得 
0
0
0
yz
x
x z
y
y x
z
BB
j
y z
B B
j
z x
B B
j
x y



 
  
  
  
  
  
 
  
  
         (1.23) 
由图 1-2的（b）图可以看到，在磁化场不均匀的情况下，微元六面体各表面上的束缚分子电流不
相等，此现象说明有未抵消的束缚分子电流穿过微元六面体。设这种未被抵消的束缚分子电流的面密
度为 j ，于是六面体中的铁磁流体磁化强度M 是有旋的，即 
M j   
注意到 0M i n i   ， 0n 是分子电流环平面的法向单位矢，依照 i的方向用右手螺旋定则确定 0n 之正向。
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将上式两边展开，而后按方向拆成下面的三个式子 
y yz z
x
x xz z
y
y yx x
z
M iM i
j
y z y z
M iM i
j
z x z x
M iM i
j
x y x y
   
     
    
    
     
    
   
     
    
       (1.24) 
电流段在外磁场中所受到的力，遵守 Ampere定律，即 
d F I dl B   
由图 1-2的（a）图和（b）图可见，微元六面体各表面上的束缚电流段与所在表面上的磁化场分量
之间只有平行和垂直的关系，所以两者的矢性积只能是零或代数积。对照图 1-2的（a）图和（b）图，
在表 1-1中列出了微元六面体各表面上的法向磁力和切向磁力。每一个力的第一下标表示该力所在平面
的法线方向，第二下标表示该力本身的方向。于是两下标相同的力是法向力，而两下标不同的力就是
切向力。 
铁磁流体在非均匀外磁场中所受的力 mf  
将表 1-1中的各项乘积展开，舍去二阶小量，然后直列相加，就得三个方向的磁力之分量： 
y y y x xz z z
nx y y z z x y x z
y yx x xz z z
ny z z x x y z y x
x x
nz x x
B i B i iB i B
dF i B i B i B i B dxdydz
x x x x y y z z
i iB i BB i B
dF i B i B i B i B dxdydz
y y y y z z x x
B i
dF i B
z z
        
           
        
       
           
        
 
 
 


y y yx z z
y y z x z y
B i BB i i
i B i B i B dxdydz
z z x x y y
      
        
      

 
将磁感应强度的 Gauss散度定理，即 0yx z
BB B
x y z
 
  
  
代入上面三式，得 
y ynx x x xz z
mx x y z y z
ny y y yx xz z
my x y z z x
nz x
mz x y
B idF B i iB i
f i i i B B
dxdydz x x x x y z x
dF B i iB iB i
f i i i B B
dxdydz y y y y z x y
dF B
f i i
dxdydz z
          
            
        
          
            
         
 
   

y yxz z z
z x y
B iiB i i
i B B
z z z x y z
       
      
        
 
第一章 
 
15 
 
表 1-1  微元六面体表面上的法向磁力和切向磁力 
微元体
的表面 
表面外
法线 n 
nxdF  nydF  nzdF  
abcd  x 
( ) ( )
2 2
y y
y y
i Bdx dx
i dydz B
x x
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
y x
y x
i Bdx dx
i dydz B
x x
 
  
 
 ( ) ( )
2 2
xz
z x
Bi dx dx
i dzdy B
x x
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
z z
z z
i Bdx dx
i dzdy B
x x
 
  
 
 
a b c d     x  
( ) ( )
2 2
y y
y y
i Bdx dx
i dydz B
x x
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
y x
y x
i Bdx dx
i dydz B
x x
 
  
 
 ( ) ( )
2 2
xz
z x
Bi dx dx
i dydz B
x x
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
z z
z z
i Bdx dx
i dzdy B
x x
 
  
 
 
dcc d   y ( ) ( )
2 2
yx
x y
Bi dy dy
i dxdz B
y y

  
 
 
( ) ( )
2 2
z z
z z
i Bdy dy
i dzdx B
y y
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
yz
z y
Bi dy dy
i dzdx B
y y

  
 
 
( ) ( )
2 2
x x
x x
i Bdy dy
i dxdz B
y y
 
  
 
 
abb a   y  ( ) ( )
2 2
yx
x y
Bi dy dy
i dxdz B
y y

  
 
 
( ) ( )
2 2
z z
z z
i Bdy dy
i dzdx B
y y
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
yz
z y
Bi dy dy
i dzdx B
y y

  
 
 
( ) ( )
2 2
x x
x x
i Bdy dy
i dxdz B
y y
 
  
 
 
add a   z ( ) ( )
2 2
x z
x z
i Bdz dz
i dxdy B
z z
 
  
 
 ( ) ( )
2 2
y z
y z
i Bdz dz
i dydx B
z z
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
x x
x x
i Bdz dz
i dxdy B
z z
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
y y
y y
i Bdz dz
i dydz B
z z
 
  
 
 
bcc b   z  ( ) ( )
2 2
x z
x z
i Bdz dz
i dxdy B
z z
 
  
 
 ( ) ( )
2 2
y z
y z
i Bdz dz
i dydx B
z z
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
x x
x x
i Bdz dz
i dxdy B
z z
 
  
 
 
( ) ( )
2 2
y y
y y
i Bdz dz
i dydx B
z z
 
  
 
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将式（1.23）和式（1.24）代入
mxf 式的左边，就有 
0 0
x x x
mx x y z z y y z z y
B B B
f i i j i j B j B j
x y z
 
     
             
    
 
上式可以改写成 
0 ( )
x x x
mx x y z y z z y y z z y
B B B
f i i i i j i j B j B j
x y z

  
            
  
         (1.25) 
 
同样可得 
0 ( )
y y y
my x y z z x x z z x x z
B B B
f i i i i j i j B j B j
x y z

  
            
  
          (1.26) 
0 ( )
z z z
mz x y z x y y x x y y x
B B B
f i i i i j i j B j B j
x y z

  
            
  
          (1.27) 
 
将上面三个式子合并写成矢量形式 
0 0 0m cf i B i j B j                           (1.28) 
由于 i是单位高度上的分子电流环并且 i M  ，故式（1.28）又可写成 
0 0 0( ) ( )mf M B M B B M                     (1.29) 
铁磁流体的磁化强度M 是其内部所含的固相微粒的磁矩在磁化场 0B 方向的投影的统
计平均值，即式（1.19）所表达的 (cos )p p eM M  ，而 (cos )e 是大量微粒的磁矩 pm 与磁
化场 0B 间夹角之统计平均余弦。故在静止状态下铁磁流体的磁化强度矢量总是平行于磁
化场的方向。于是式（1.29）右方第一项可藉助矢量恒等式改写 
0 0 0 0 0 0 0
0 0
0 0 0 0 0 0
0
1
( ) ( )
2
                ( ) ( )
M M
M B B B B B B B
B B
M
B B B B M B M B
B
 
          
 
          
 
将上面的结果代入到式（1.29）之右方就得 
0 0 ( )mf M B B M                          (1.30) 
若铁磁流体的磁化曲线可以近似成图 1-3 所示的由两直线段组成折线，在 sH H 的区
间内 constsM M  ，即铁磁流体已经饱和磁化，当然就是一种均匀磁化，就有 0M  。
第一章 
 
17 
 
在区间 [0, ]sH 内，铁磁流体的磁化率 constm  ，即 
0 0m mM H B     
从而 
0 0mM B     
 
图 1-3  铁磁流体的近似磁化曲线 
当没有传导电流穿过时， 0B 虽然不均匀，但却无旋，即 0 0B  ，从而 0M  。
所以，式（1.30）给出 
0mf M B          (1.31) 
在铁磁流体发生运动时，矢量M 和 0B 不一定平行。若铁磁流体的磁化曲线仍可近似成
图 1-3的折线，并且不存在传导电流，则磁力是 
0m kf f M B            (1.32) 
式（1.31）和式（1.32）是磁场力最常用的形式，称作 Kelvin力，通常写成 kf 。 
 
1.4.2  铁磁流体在外磁场中所受到的磁力矩 
由图 1-2，在微元六面体的每个表面上都有磁力的法向分量和切向分量。法向分量全都
通过微元体的几何中心，所以法向分力不产生使微元体旋转的力矩，只有切向分力才造成力
矩。力矩矢量 L是力臂矢 r和力矢 F 的矢性积，即 
L r F   
在微元六面体表面上的磁力之切向分量与坐标轴间只有平行和垂直两种关系。力臂矢的
正方向取所有各表面外法线之正方向，即由微元六面体的几何中心指向表面上的切向力，于
是 
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0 0| | | | | | sin( , )dL r F r F r F      
式中， 0r 是微元六面体各表面外法线的单位矢， 0F 是表面切向力的单位矢。角度 0 0( , )r F 是
由矢量 r之正方向逆时针转向矢量 F 的正方向。所以角度 0 0( , )r F 只能是 2 和3 2 两种情
况。由表 1-1列出的表面切向力造成 x轴方向的磁力矩是 
sin
2 2 2 2
 sin
2 2 2 2
3
 sin
2 2 2 2
 si
2 2 2
y z
x y z
y z
y z
yz
z y
yz
z y
i Bdz dz dz
dL i dx dy B
z z
i Bdz dz dz
i dx dy B
z z
Bidy dy dy
i dz dx B
y y
Bidy dy dy
i dz dx B
y y



   
      
   
   
      
   
   
     
    
   
    
    
3
n
2

 
将上式展开并略去二阶小量就得 
( )x y z z ydL i B i B dxdydz    
单位体积的铁磁流体受到的磁力矩在 x方向的分量是 
x
x y z z y
dL
L i B i B
dxdydz
     
同样可得 
y
y z x x z
z
z x y y x
dL
L i B i B
dxdydz
dL
L i B i B
dxdydz
   
   
 
将上面三式合并，写成单位体积铁磁流体，在外磁场作用下所受到磁力矩的矢量关系式 
0 0mL i B M B                           (1.33) 
对于单纯固相微粒而言，其磁化强度是
pM ，故单位体积的固相微粒之磁力矩为 
0m pL M B                            (1.34a) 
对于一个固相微粒，受到的磁力矩是 
,1 1 0 1 0m p p pL V M B m B                        (1.34b) 
式中， 1pV 是一个固相微粒的体积， 1pm 是一个固相微粒的磁矩。 
由式（1.33）可见：①磁力矩与外磁场是否均匀无关，只取决于当地的外磁场强度；②
磁力矩与有无传导电流和剩余束缚电流的存在无关，即外磁场是否有旋和铁磁流体的磁化强
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度是否有旋，对磁力矩没有影响。 
 
1.4.3  铁磁流体在外磁场中的磁势能 
由式（1.29）铁磁流体的单位体积磁力即磁力密度 mf 是 
0 0 0( ) ( )mf M B M B B M         
对于均匀磁化的铁磁流体， constM  ，故 
0 0B M   
将上面两式相加，并且考虑到矢量恒等式，就有 
0 0 0 0( ) ( ) ( )mf M B B M M B B M M B                    (1.35) 
式（1.35）表示均匀磁化的铁磁流体在外磁场中所受到的磁力是具势的，其势函数就是
0M B ，所以磁势能为 
0pe M B           (1.36) 
由式（1.19）和式（1.21）可见铁磁流体的磁化强度是 
1
coth (cos )p p p p eM M M   

 
   
 
     (1.37) 
式中 (cos )e 是各个固相微粒在外磁场中，磁矩与外磁场之间夹角的余弦统计平均值。设
存在一个统计平均角 e ，它是 
1
arccos coth arccos[(cos ) ]e e
a
  
 
   
 
     (1.38) 
则有 
cos (cos )e e           (1.39) 
从而式（1.37）写成 
cosp p eM M            (1.40) 
因为矢量M 是大量固相微粒的磁矩在外磁场 0B 方向投影的平均值，所以当铁磁流体处于不
运动的静止状态时，矢量M 总与 0B 共线，从而式（1.36）的磁势能成为 
0pe MB            (1.41) 
用式（1.40）代入式（1.41），有 
0 0( cos )p p p e p pe M B M B            (1.42) 
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将式（1.41）微分，得 
0 0( )pd e M dB B dM         (1.43) 
上式右方第一项
0M dB 是磁力所作之功，即移动功，第二项 0B dM 是磁力矩所作之功，即磁
化功。为了更清楚，使用式（1.42）微分。注意 p 和 pM 是常数，得 
0 0( ) (cos cos )p p p e ed e M dB B d                       (1.44) 
或写成 
0
0
cos
( ) cos ep p p e e
e
dB d
d e M dl B d
dl d

  

 
   
 
 
右方括号内的第一项 
0 0 0 0dB B B Bdx dy dz
dl x dl y dl z dl
  
  
  
 
式中的 dl是 
0l dl idx jdy kdz    
两边点乘以 i ，则得 
0i l dl dx   
此即 
0
dx
l i
dl
   
同样可得 
0 0,
dy dz
l j l k
dl dl
     
于是 
0 0 0 0 0 0
0( )
dB B B B
i j k l B l
dl x y z
    
       
   
 
故 
0 0
0 0 0( ) ( )
dB
dB dl B l dl B dl
dl
              (1.45) 
又 
cos sine e ed d     
将此结果连同式（1.45）代入到式（1.44）的右方，就得 
0 0( ) cos sinp p p e p p e ed e M B dl M B d          
右方第一项注意到式（1.40），第二项写成矢性积的形式，得 
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0
0 0
0 0
( ) ( ) ( )
( ) ( )
p p p e e
p p e
d e M B dl M B d
M B dl M B d
  
 
      
     
                （1.46) 
因为磁力矩总是使
e 减小，故 ed 取负值。式（1.46）右方第一项括号内是 Kelvin力，所以
它是磁场力所作之功，即移动功。右方第二项显然是磁力矩所作之功，即磁化功。式（1.46）
右方两项和式（1.43）右方两项对应相等，因为由式（1.45）知 0 0M dB M B dl   ，又由于
p pM 是常数， 
0
0 0 0 0( cos ) sin ( )p p e p p e e p p e eB dM B d M M B d M B d               
由此可见式（1.43）和式（1.46）完全相通。 
 
1.5  在外磁场中铁磁流体的热力学定律和热力学参数 
1.5.1.  热力学第一定律应用于铁磁流体 
热力学第一定律是一个普适的能量守恒定律。铁磁流体不例外地遵守这个定律。热力学
第一定律的数学形式是 
dE Q W    
式中 E是内能， Q 是外部加入到系统中的热量， W 是外部对系统所作之功。对于单位体
积而言，上式写成 
de q w                               (1.47) 
式（1.47）的物理意义是，外部对系统所加之热和所作之功，均转化为系统内能的增量。 
1.5.2  铁磁流体的内能 
和普通非磁物质不同，铁磁流体的内能至少包括热能和磁能两类。 
1.铁磁流体的磁内能 
在外磁场中，外磁场对铁磁流体所作的磁化功就将转化成为铁磁流体的磁内能。由式
（1.21）和式（1.22）所给出的 Langevin方程可知铁磁流体的磁化强度是 
0 1 0
0 0 1
1
( , ) coth coth
p p
p p p p
p p
V M H k T
M T H M M
a k T V M H

  

  
          
 
式中，铁磁流体中固相物质的分量 p ，固相物质的磁化强度 pM ，以及固相微粒的体积 1pV 均
是常数。所以有 
M M
dM dT dH
T H
 
 
 
 
代入到式（1.43）左方第二项中，就得磁化功是 
0 0m
M M
w HdM H dT dH
T H
  
  
   
  
     (1.48) 
加入到铁磁流体中的热量，一部分使铁磁流体的温度升高，另一部分改变铁磁流体的磁
化强度 M，而M是温度 T和外磁场强度 H的函数，故热量的函数关系为 
( , )q q T H  
从而有 
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q q
q dT dH
T H

 
 
 
 
或写成 
( , ) ( , )
( , ) ( , )
( , ) ,     ( , )
v
v
q c T H dT g T H dH
q T H q T H
c T H g T H
T H
   

 
  
  
      (1.49) 
式中， ( , )vc T H 是温度比热容， ( , )g T H 是磁比热容。 
将式（1.48）和式（1.49）代入热力学第一定律式（1.47）中，就得 
0 0v
M M
de c H dT g H dH
T H
 
    
      
    
    (1.50) 
由于内能 e是与过程无关的热力学参数，所以式（1.50）的右方必定是恰当微分，即 
0 0v
M M
c H g H
H T T H
 
      
     
      
 
注意 H和 T是各自独立的变量，所以上式两边展开之后得出 
 
0
vcg M
T H T

 
 
  
       (1.51) 
由式（1.49）可以给出铁磁流体的熵是 
1
( )v
q
ds c dT gdH
T T

           (1.52) 
由于熵 s也是与过程无关的热力学参数，所以式（1.52）的右方也必定是恰当微分，即 
1 1
vc g
H T T T
    
   
    
 
此式给出 
vc g g
H T T
 
  
 
        (1.53) 
联立式（1.51）和式（1.53），得到 
2
0 0 2
( , ) ,    ( , )v
M M
g T H T c T H T
T H T
 
  
 
  
   (1.54) 
 
1.5.3  铁磁流体在外磁场中的热力学函数 
1.内能 
由式（1.50）和式（1.54）得 
0 0 0v
M M M
de c H dT T H dH
T T H
  
     
      
     
       (1.55) 
2.热量 
由式（1.49）和式（1.54）得 
0( , )v
M
q c T H dT T dH
T
 

 

      (1.56) 
3.磁化功 
由式（1.48）给出 
0 0m
M M
w H dT H dH
T H
  
 
 
 
      (1.57) 
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4.熵 
由式（1.52）和式（1.54）得到 
0
vc Mds dT dH
T T


 

       (1.58) 
5.温度比热容 
由式（1.49）， ( , )v vc c T H ，则有 
v v
v
c c
dc dT dH
T H
 
 
 
 
用式（1.54）代入，得 
2
0 2
v
v
c M
dc dT T dH
T T

 
 
 
         (1.59) 
6.磁比热容 
由式（1.49）和式（1.54）得 
0
2 2
0 0 02
( , )
M
g T H T
T
M M M
dg T dT T dH
T T T H

  
 
  

             
    (1.60) 
在实用中，铁磁流体的 ( , )vc T H 、 ( , )g T H 、 ( , )M T H 均可用实验得到。在缺乏实验数据时，
可以用理论方法估计。 ( , )M T H 由 Langevin 公式即可得到，而式（1.54）可算出 ( , )g T H 和
( , )vc T H 作为温度 T和外磁场强度 H的函数式。 
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第二章  流体力学基础 
2.1  概述 
铁磁流体是一种胶体混合物。除了具有磁性这一特质之外，其基本性质仍然属于液体，所以其运
动服从流体力学的规律。 
流体力学是连续介质力学的一种。其实流体并不是真正的连续介质。在自然界中，无论是固体、
液体、气体都是由单个的分子或原子组成，这些分子或原子之间的空隙远大于它们本身。所以从微观
上来看，自然界中没有实在的连续物质。但是，物质内分子或原子的数密度极其大，即使是气态物质，
在标准状况下，数密度为 19 32.7 10 cm 个 ，所有的分子都在不停顿地做热运动，纷扰无序的热运动在
各个方向都有相同的几率，故分子运动论所得出的物理性质，全是统计平均值，这些统计平均的物理
量具有充分的连续性质。所以，物质自身也就可以假定为连续介质。 
铁磁流体在微观上更不能算作连续介质，固相成分是以微粒形式分散存在于铁磁流体中。但其数
密度达到 17 18 310 ~10 cm颗 ，而且微粒的平均粒度相当于大分子，热运动的随机性质使铁磁流体物理性
质的统计平均值在宏观上同样具有充分的连续性。所以将铁磁流体胶体混合物看作为连续介质，于是
流体力学成为分析铁磁流体运动的基础。 
铁磁流体内的固相微粒，总是理想化地假设为尺寸相同的小圆球体。这些悬浮在基载液体中的小
圆球体的运动不外乎两种形式，即旋转和平移。所以铁磁流体内固液两相间的力学关联就是粘性力和
粘性力矩。 
铁磁流体的组成中，固相的体积分量占铁磁流体总体积的一小部分，通常在 10%以下。所以固相
微粒之间的距离远大于它们本身的直径。在这样的情况下，微粒彼此间互相影响很小，就是所谓的稀
疏相，因此，可以采用圆球在无界流中运动的模型来近似地分析固相微粒在基载液中受到的粘性力和
粘性力矩。 
从物理学来看，流体的运动并没有什么根本性的特殊之处，它仍然遵守物理上的三个基本定律，
即质量守恒定律、动量守恒定律和能量守恒定律。这三个定律的数学表达形式就构成决定流体运动的
基本方程，它们是连续性方程、运动方程和能量方程。 
这些方程的导出，采用微元控制体的方法。微元控制体相对于流场来说是极其微小的，以致于在
其中一切物理量的变化都是线性的微量改变。但相对分子或原子而言，无论是它们本身的尺寸或它们
之间的距离，微元体是极为巨大的，在其内含有足够大量的分子或原子。使热运动统计结果给出的物
理量有一般性，连续而且光滑。 
 
2.2  流体的运动和变形 
2.2.1  概述 
考察流体在流动中的行为，基本的方法就是在流体中取出一个微元控制体来分析。这样的微元控
制体常称为流体微团。流体的行为不外乎两方面：一方面是如同刚体一般的运动，包括平动和转动；
另一方面是变形，包括伸缩变形和剪切变形。刚体力学只讨论运动而不包括变形，弹性力学只讨论变
形（和相应的应力），而不涉及运动。流体力学则兼论运动和变形，这是流体力学的一个特点，同时也
说明流体力学与刚体力学、弹性力学有共同的相通之处。 
 
2.2.2  流体微团的运动 
1.平动运动 
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设流体微团保持其形状和方位不变而沿空间曲线 S移动，S的矢径是 r，则微团的平移速度为 
dr
U
dt
           (2.1) 
 
在直角坐标系中 
dr i dx j dy k dz             (2.2) 
于是有 
dx dy dz
U i j k iu j v k w
dt dt dt
       
式中 
, ,
dx dy dz
u v w
dt dt dt
          (2.3) 
 
图 2-1  流体微团的平动运动 
2.旋转运动 
设流体微团保持其形状和空间位置不变，但具有使方位改变的旋转运动，如图 2-2所示。这是一种
刚体的旋转方式，在 yOz平面上，旋转轴是 x轴。在转角 xd 很小的情况下，有 
sin( )x xd d   
同时因为转动中，微团的形状和大小均保持不变，故其横边和竖边的转角相等，都是 xd ，于是由图
2-2写出 
1
x
w w
d w y w dt dt
y y y
 

   
     
   
 
和 
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1
x
v v
d v z v dt dt
z z z
 

    
         
 
 
图 2-2  流体微团的旋转运动 
 
将以上两式相加，并且注意到转角对时间的微分就是角速度。就有 
同样可有                     
1
2
1
2
1
2
x
x
y
y
z
z
d w v
dt y z
d u w
dt z x
d v u
dt x y






  
    
   
   
    
  
  
   
    
        (2.4) 
式（2.4）可合并写成 
1
2
U             (2.5) 
此外定义涡量  
2U             (2.6) 
2.2.3  流体微团的变形 
1.伸缩变形 
若流体在运动中具有速度梯度时，就可能造成流体微团的尺寸和形状的变化。如图 2-3所示，由于
速度梯度的存在，流体微团各点的速度不一致，在 dt时间内，由位置 O移动到O，而边长由 y 和 z
分别变成 y 和 z 。从图中可见 
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,
v w
y vdt y v y dt z wdt z w z dt
y z
     
   
           
   
 
 
图 2-3  流体微团的伸缩变形 
 
由此得出 
,
v w
y y y ydt z z z z dt
y z
     
 
        
 
 
定义单位时间内、单位长度的伸缩称为伸缩率  ，即 
同样有                 
1 1
,
1
yy zz
xx
y v z w
y dt y z dt z
x u
x dt x
 
 


    
      

   
 
      (2.7) 
式中  的第一下标表示因伸缩而位移的表面之法线方向，第二下标表示位移方向。对于流体微团的体
积变化率，可以写出 
0
0 ( )
( )
V x y z x y z
V dt x y z dt
u v w
x xdt y y dt z z dt x y z
x y z
x y z dt
      
  
        
  
   

      
       
      
 
分子括弧乘开，略去高阶小项，即得单位时间内体积的相对变化为 
0
0
V u v w
U
V dt x y z
   
     
  
        (2.8) 
2.剪切变形 
由式（2.8）明显地看到，流体微团的体积变化是由于平行表面的速度不均匀所造成。而剪切变成
第二章 
 
5 
 
菱形，则是垂直于表面的速度不均匀的结果。图 2-4（a）中绘出剪切变形的情况。 
 
图 2-4  流体微团的剪切变形 
在图（a）中，A点的 z向速度与 O点的不相等，在 dt时间以后形成角度 d；在 c点的 y向速度
与 O点的不相等，在 dt时间之后形成角度 d 。在 dt时间中形成的 d和 d 均很小，故有 
1
sin( )
1
sin( )
w
d d w y dt wdt
y y
v
d d v z dt vdt
z z
  

  

  
     
  
   
       
 
上两式给出角度的变化率是 
,     
d w d v
dt y dt z
  
 
 
       (2.9) 
若将图（a）中的OABC   保持形状不变，顺时针旋转使OA 与O A 重合，则如图（b）所示，此时OC 
与OC 的夹角是 d d  ，可以认为由原来的矩形流体微团 OABC 变成菱形的OABC   是由平行于 y
轴的 CB向右方位错造成。这样的变形率用 zy 表示。下标 z表示位错平面 CB的法线方向，y表示位错
的移动方向。定义剪切变形率是角度变化率的平均值，则有 
1
2
zy
d d
dt dt
 

 
  
 
          (2.10a) 
同样，若保持OABC   的形状不变，逆时针旋转使OC 与OC 重合，如图（c）所示，此时OA 与O A
第二章 
 
6 
 
的夹角是 d d  ，这样的变形可以认为是平行于 z 轴的 AB 向上方位错造成的，用 yz 表示变形率，
按照剪切变形率是角度变化率的定义，就有 
1
2
yz
d d
dt dt
 

 
  
 
         (2.10b) 
比较以上两式，立即可见 yz zy  ，然后将式（2.9）代入右方，就得 
同样可以得       
1
2
1
2
1
2
yz zy
zx xz
xy yx
v w
z y
w u
x z
u v
y x
 
 
 
  
    
  
   
    
  
  
   
    
             (2.11) 
式（2.11）可以合并写成 
1
2
ji
ij ji
j i
uu
x x
 
 
      
                        (2.12) 
注意式（2.12）不仅包含式（2.11），而且也包含式（2.7）在内。当 i j 时就是剪切变形，当 i j 时就
是伸缩变形。 
 
2.3  流体微团上的应力 
2.3.1  概述 
流体微团处于运动之中时，其参数的改变有两种情况，一种是和运动无关的变化，即在原地随时
间改变，另一种是由于运动改变了位置而引起的变化。流体微团相对于流场固然很微小，但它毕竟占
有空间，所以在它上面的流体参数并非不变。不过由于它的尺寸微小，参数的变化可以线性化，就是
将作为位置函数的参数作 Taylor 展开弃去二阶及其以上的小项，图 2-5 中微元六面体表面上的应力分
布就是这样的。 
流体微团的变形当然是力作用的结果。因此，应力和变形必定相关联。变形率 ij 的下标 , 1i j  ，2，
3。所以 ,i j的排列总共有 9种，即 32种方式，这表明 ij 是一种二阶张量。每一种变形率都有相应的应
力作用，由此应力 ij 也同样是二阶张量，应力和变形率的一般函数关系可表示为 
( )ij ijf   
当下标 i j 时，即 ii 或 jj 是正应变，相应的 ii 或 jj 是正应力，i j 时 ij 是剪切变形， ij 是剪切应力。
若 ij 和 ij 只是简单的比例关系，即 
2ij ij             (2.13) 
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比例系数称为流体的动力粘性系数。当与 ij 无任何函数关系时，这样的流体就称为牛顿流体。用
式（2.12）代入式（2.13），得 
ji
ij ji
j i
uu
x x
  
 
      
          (2.14) 
若流动是一维流，则有 
u
y
 



            (2.15) 
 
 
图 2-5 流体微元六面体上的表面应力 
 
由图 2-5 可以看到，在矩形六面微元体上，所有下标位置互换的应力，即 ij 和 ji 在方向上是互相
垂直的，所以式（2.14）给出的只是 ij 和 ji 在数值上相等的关系。 
2.3.2  流体微团表面应力的合力 
在图 2-5中，微元体上 x方向的表面力之合成是 
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2 2
         
2 2
         
2 2
          
xx xx
sx xx xx
yx yx
yx yx
zx zx
zx zx
yxxx z
x x
df y z
x x
y y
z x
y y
z z
x y
z z
x y
  
   
  
   
  
   
 
      
        
     
      
       
     
      
       
     
 
 
 
x x y z
z
  
 
 
 
 
上式中 0x y z V    ，是微元六面体的体积，于是单位体积流体在 x方向表面应力的合力大小是 
yxsx xx zx
sx
df
f
x y z x y z
 
  
 
   
  
                    (2.16) 
将式（2.16）右方的应力张量元素都写成并矢的形式，而后取散度，就有 
( ) ( )xx yx zx xx yx zxi i j i k i i j k i i j i k i
x y z
     
   
          
   
 
按照矢量从左边与张量作内积的规律，结果就有 
( )
yxxx zx
xx yx zx sxi i j i k i i f
x y z
 
  
  
        
   
    (2.17a) 
同样，在 y方面和 z方向分别是 
( )
xy yy zy
xy yy zy syi j j j k j j f
x y z
  
  
   
        
   
    (2.17b) 
( )
yzxz zz
xz yz zz szi k j k k k k f
x y z
 
  
  
        
   
    (2.17c) 
将式（2.17a）~（2.17c）相加即得 
sf            (2.18) 
式（2.18）表明，流体的表面力等于其应力张量之散度。 
 
2.3.3  运动中流体参数对时间的全导数 
在运动中，流体的参数既随时间改变，又因位置迁移而变化，所以 
( , , ; )q q x y z t  
因为流动，流体微团的位置坐标随时间改变，即 
( ),     ( ),     ( )x x t y y t z z t    
将 q对 t取导数，由多变量函数的微分得 
dq q dt q dx q dy q dz
dt t dt x dt y dt z dt
   
   
   
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因为
dx
u
dt
 ，
dy
v
dt
 ，
dz
w
dt
 ，于是有 
dq q q q q
u v w
dt t x y z
   
   
   
       (2.19) 
上式亦可写成 
dq q
U q
dt t

  

         (2.20) 
式中U iu j v k w   。 
在式（2.19）中，右方第一项称为当地导数或定点导数，其余三项称为迁移导数或随体导数。如果
过程是稳定的，则有 
0
q
t



          (2.21) 
 
2.4  流体的输运特性 
2.4.1  概述 
所谓输运就是一种传递过程或转移过程。 
流体运动中的输运，在流速不高的层流中，输运主要是流体分子的行为，可以在一定程度上依照
分子运动论得到简单的解释。在流速很高的情况下，湍流现象就将发生。湍动是流体微团的脉动运动。
这种脉动运动是随机的、不规则的，类似于分子的热运动。湍流中的输运过程，是以流体微团为单位
的交换行为。由于流体微团含有大量的单个分子，所以湍流输运效果远远大于层流。这个现象大致可
以类比于顺磁体和铁磁体的磁化。通常顺磁物质是由其原子中电子轨道运动所决定的分子磁矩转向外
磁场而磁化，而铁磁物质却是以磁畴为单位的磁矩转向外磁场而磁化。每一磁畴内含有的原子数量达
到几十亿的量级。所以顺磁物质的磁化率约为 6 510 ~10  ，而铁磁物质的磁化率可达 4 510 ~10 。由此可
以想像以流体微团形式进行的湍流输运和以分子形式进行的层流输运的差距之大。在实用中湍流输运
可以完全忽略分子的贡献。于是湍流输运只取决于流动状况。本节只讨论层流输运，它和流动状况无
关，只取决于分子的热运动。所以层流的输运系数是流体自身的属性。 
 
2.4.2  动量传递 
牛顿粘性定律式（2.15） 
u
y
 



 
式中粘性系数的单位是 2s mN  ，可见其物理意义是单位面积上传递的冲量。当流体作剪切运动时，
即出现速度梯度时，低速层的流体分子与高速层的流体分子之间，通过碰撞而交换动量，一方面阻滞
了高速层的流动，另一方面又拖曳低速层提高速度。这样的过程在宏观上表现的就是粘性现象。所以
通常称作粘性系数，尽管它实质上是一种动量的传递系数。 
 
2.4.3  能量传递 
就分子运动论的观念而言，热量就是分子运动的动能。Boltzmann 常数 0k 与 Kelvin 绝对温度 T 的
乘积 0k T 就是热运动能。所以温度是分子运动动能的宏观表现，分子运动动能的交换就是热交换。热交
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换的驱动力是温度梯度，高温区
0k T 值高，即分子运动的动能大。相反在低温区，分子运动的动能较小，
通过分子间的碰撞，高能分子将动能传递给低能分子，这种过程被归结为以温度梯度描述的 Fourier定
律： 
Hx Hx
T
q K
x

 

                             (2.22a) 
对于各向同性物质，其三维情况可写成 
H Hq K T                                 (2.22b) 
式中 Hq 是热流矢量，它是单位时间内通过单位面积等温面的热通量， 2J (m s) 或者 2m (m s)N   。 HK
称为导热系数或热传导系数，它是在等温面法线的单位长度上，温差为 1K时，单位时间内通过等温面
的热通量， J (m s K)  或 m (m s K)N    ，温度 T的单位是 Kelvin绝对温度 K。 
式（2.22a）和式（2.22b）右边的负号表示热流的方向与温度梯度的方向相反，即热从高温处传向
低温处的事实。 
 
2.4.4  质量传递 
流体内的质量传递就是分子本身的交换。在均匀状态下，分子运动的统计情况为各向同性，即一
个区域与相邻区域的分子交换互相平衡，净效应是零，即没有质量迁移。在存在密度梯度的不均匀状
态下，高密度区扩散到低密度区的分子数量超过从低密度区扩散到高密度区的分子数量，因而净效应
表现为由高密度区朝低密度区的“单向”扩散。这种现象归结为 Fick定律，即 
mx xq D
x

 

         (2.23a) 
对于各向同性的三维情况 
mq D               (2.23b) 
式中 mq 是质量流量，它是单位时间内通过单位面积等密度面的净质量，
2kg (m s) ，D称为扩散系数，
它是沿等密度面法线的单位长度上，在单位时间内通过的净体积，单位是 3m (m s) ，是密度 3kg m 。 
对混合物质，讨论其中第 i 种成分在混合物内部扩散时，采用该成分的分密度 i ，设混合物质量
是 m，它是各成分的质量之和，即 
im m  
设混合物的体积是 V，则有 
imm
V V
  
上式即混合物的密度 是其各成分的分密度 i 之和 
i           (2.24) 
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于是成分 i的扩散方程是 
mi i iq D                 (2.25) 
常常使用一种量纲归一化的相对密度，即浓度
ic  
i ic            (2.26) 
由于扩散在混合物的内部进行，所以混合物的密度 是常数。将式（2.25）两边同除以，并且注意到 
mi i mi
i vi
i
q q
c q

  
   
于是式（2.25）成为 
i vi i ic q D c    或 (ln )vi i iq D c         (2.27) 
式中 vi mi iq q  ，它的单位是 3 2m (m s) 。由此可见，体积流量就是速度。所以 viq 也常称为扩散速度。 
 
2.5  流体的热力学特性 
2.5.1  热力学第一定律 
热力学第一定律是普遍的能量守恒定律。它表示外界加入到系统中热量 Q 等于系统的内能增量
dE与系统对外界作功 W 之和，即 
Q dE W            (2.28a) 
式中系统对外界所作之功 W 就是膨胀功，所以 W pdV  ，于是 
Q dE pdV            (2.28b) 
对于单位体积流体，式（2.28b）两边同除以体积 V，得 
(ln )q de pdv de pd v            (2.29a) 
对于单位质量流体，式（2.28b）两边同除以质量 m，得 
q de pdv              (2.29b) 
上两式中 v是流体的比容，即其密度 的倒数。 
对于普通的不可压缩流体，其膨胀功 0W  ，外界对系统加入的热量全都转为内能。所以对不可
压缩流体常使用式（2.29a），而对于可压缩流体，使用式（2.29b）更为方便。 
 
2.5.2  热力学状态参数 
流体的热力学状态有两种，即平衡状态和不平衡状态。不平衡状态是不稳定的暂态，或者认为是
一种过渡状态。当系统的外部条件发生变化以后，系统就将从原来的平衡状态转变到与外部相适应的
新的平衡状态。这个转变过程的全部经历就称为热力学过程或路径。平衡状态通常指热平衡、力平衡、
相平衡、化学平衡等。但是，所有的平衡并不一定是死寂的、凝固的，交换活动仍然存在，但交换的
净效应必须是零。所以平衡常常是动平衡。 
描述流体性质的参数可以分成两类：一类是和流体热力学过程有关的参数，另一类是与热力学过
程无关的参数。后者称为状态参数。热力学过程均是积累的过程，与这种累积变化过程无关的状态参
数，在数学上应具全微分的性质。因为具全微分性质的函数，其积分结果与积分路径不相关，只取决
于积分限。积分限在热力学上就是起始和终了的状态： 
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2
2 1
1
df f f   
流体最基本的热力学状态参数是温度 T，压力 p 和密度（或比容 v）。这三个参数组成的方程就
是状态方程： 
pv RT             (2.30) 
此外在热力学中还有三个重要的导出参数，即热内能 E，熵 S和热焓 H。它们也全是状态参数。 
1.热内能 
热内能就是流体内部所含有的热量。任何物质所含的热量均以温度为指标来度量即 
vE C T            (2.31a) 
式中
vC 称为定容热容。将式（2.31a）两边用体积 V除，就得单位体积的热内能 e 
,v v ve c T c C V         (2.31b) 
式中 vc 称为体积定容比热容，它是单位体积的流体在保持容积不变的情况下，温度升高 1K时所需的热
量，其单位是 3J (m K) 或 3m (m K)N   。 
若将式（2.31a）用质量 m除，就得单位质量的热内能e  
,v v ve c T c C m           (2.31c) 
式中 vc称为质量定容比热容，单位是 J (kg K) 或 m (kg K)N   。 
由 
v v vC Vc mc   
所以得 
v vc c              (2.32) 
是流体的密度。 
2.热焓 
热焓的概念在可压缩的流体中十分有用。它既包括了热内能，又包括了压力功，即 
H E pV           (2.33a) 
由于主要应用于可压缩流体，所以这里只给出单位质量的热焓。将式（2.33a）用质量 m除，就得到 
h e pv            (2.33b) 
由 ve c T  和理想气体状态方程 pv RT ，则上式成为 
( )vh c R T    
定义一个新的比热容 pc ，它是 
p vc c R            (2.34) 
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pc 称为质量定压比热容，它是在压力不改变下，单位质量的气体，温度升高 1K 时所需加入的热量。
所以单位是 J (kg K) 或 m (kg K)N   。由于体积在压力不变下可以因加热而膨胀，式（2.34）中 R 就
体现这一点，所以 pc 总是大于 vc。热焓 h就是 
ph c T           (2.35) 
pc 不只是在定压过程中用来计算热焓，在任何过程中计算热焓都应使用 pc ，同样，在任何过程中计算
热内能均应使用 vc或 vc ，不只限于定容过程。 
对于不可压缩流体 vc和 pc 是相等的，所以其热内能和热焓相同。 
3.熵 
从外界向一个系统加热，以使系统达到一定的温度。若保持流体的体积不变，即定容过程，此时
加入的热量全部转变为热内能，即全部用来提高温度。若保持压力不变，即定压过程。则加入的热量
只有一部分成为热内能，另一部分转换为膨胀功。所以，欲达到同样的温度，就要加入更多的热量。
由此可见热量 Q 和热力学过程有关，它不是状态参数。但是，热量 Q 与系统温度 T的商却被发现是
一个与热力学过程无关的状态参数。所以取名为熵，即 
                        
Q
dS
T

            (2.36a) 
用流体的体积 V除式（2.36a），就得体积比熵为 
, ,ds q T ds dS V q Q V          (2.36b) 
用流体的质量 m除式（2.36a），就得质量比熵为 
, ,ds q T ds dS m q Q m              (2.36c) 
由上面两式可知 
ds ds          (2.37) 
用 T除式（2.29a），左边就是 ds，即 
2V
de p dT dv
ds dv c R
T T T v

     
积分上式得 
                 
2
2 1
1
lnV
R
s s s c T
v
 
     
 
        (2.38a) 
用 T除式（2.29b），就得 
V
de p dT dv
ds dv c R
T T T v

      
积分就有 
                 
2
2 1 1
ln lnVs s s c T R v                (2.38b) 
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由式（2.38a）和（2.38b）可见，无论是体积比熵还是质量比熵，都与热力学过程不相关，这就表明熵
是一种状态参数。 
4.流体状态参数之间的关系 
将式（2.33b）两边微分，并且注意到式（2.29b），给出 
dh de pdv vdp q vdp        
将式（2.36c）代入上式右边第一项，得到 
                 dh T ds vdp            (2.39) 
式（2.39）表示 h是 s和 p的函数，而 h是状态参数，故有全微分 
h h
dh ds dp
s p
  
  
 
 
上两式比较，即得 
                  ,
p s
h h
T v
s p

  
 
 
        (2.40a) 
将式（2.29b）改写成 
de T ds pdv    
上式表示 e是 s和 v的函数，而 e是状态参数，故有全微分 
e e
de ds dv
S v
  
  
 
 
比较上面两式，即得 
              ,
v s
e e
T p
s v 
  
  
 
        (2.40b) 
 
2.6  流体的连续性方程——质量守恒方程 
设微元六面体的体积为 dV dxdydz ，其中包含的流体质量为 dm dxdydz ，在流场中任取一体
积 V，其中的流体质量为 
V
m dxdydz   
两边同时对时间 t取导数 
( ) ( ) ( )
V
V
dm d d dx d dy d dz
dxdy dz dy dz dz dx dxdy
dt dt dt dt dt
d d dx d dy d dz
dxdy dz dxdy dz
dt dx dt dy dt dz dt




 
     
 
      
        
      


 
由 ( , , ; )dx dt u x y z t ， ( , , ; )dy dt v x y z t ， ( , , ; )dz dt w x y z t ，故有 
, ,
d dx du u d dx du u d dz w
dx dt dx x dx dt dx x dz dt z
       
         
       
 
于是就有 
V
dm d u v w
dxdy dz
dt dt x y z


    
     
    
  
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设流场是无源或无汇的场，则 0dm dt  ，于是得到 
0
d u v w
dt x y z


   
    
   
 
或写成 
0
d
U
dt

             (2.41a) 
在式（2.20）中将 q取为密度，有 
               
d
U
dt t
 


  

        (2.41b) 
将式（2.41b）代入式（2.41a）之中，得到 
              ( ) 0U
t



 

        (2.42a) 
式（2.41a）和式（2.42a）就是常用的连续性方程一般形式。 
对于稳定状况下的可压缩流， 0t   ，式（2.42a）成为 
            ( ) 0U            (2.42b) 
对于不可压缩流体， cons t  ，则式（2.42a）成为 
0U   
此即不可压缩流体的连续方程是其速度的散度等于零。无论流动是否稳定，都是如此。 
 
2.7  流体的运动方程——动量守恒方程 
运动方程就是牛顿第二定律式 
ma F  
两边除以流体的体积 V就得单位体积的方程 
a f   
加速度 a dU dt ，作用于单位体积流体上的力有彻体力 bf 和表面力 sf ，即 
b s
dU
f f
dt
           (2.43) 
以下逐项分析式（2.43）： 
①惯性项 dU dt  
将式（2.20）中的 q认定为速度U ，则有 
dU U
U U
dt t
  

  

 
第二章 
 
16 
 
②彻体力 bf  
bf g  
式中 g是重力加速度。 
③表面力 sf  
将式（2.18）写成张量的形式 
ij
s
j
f
x



   

        (2.44) 
按牛顿粘性定律式（2.14） 
ji
ij
j i
uu
x x
 
 
     
 
当 i j 时为正应力，在直角坐标系中有 
2 , 2 , 2xx yy zz
u v w
x y z
     
  
  
  
 
在式 xx 之右方同时加减
2
3
u v w
x y z

   
  
   
，得 
1 2
2 2
3 3
xx
u u v w u v w
x x y z x y z
   
          
          
          
 
上式可改写成 
1 2
2 ( )
3 3
xx xx yy zz
u
U
x
     

     

 
定义作用于微元六面体表面上的压力 p是三个正应力的平均值，并且沿表面外法线的负方向，即 
1
( )
3
xx yy zzp               (2.45) 
于是有 
               
2
2
3
2
2
3
2
2
3
xx
yy
zz
u
p U
x
v
p U
y
w
p U
z
  
  
  

      
 
 
      
 

      
 
       (2.46) 
将式（2.46）与（2.14）合并写成 
2
( )
3
ji
ij ij ij
j i
uu
p U
x x
    
 
          
     (2.47) 
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式中 ij 是 Kronecker符号 
                   
1,      
0,     
ij
i j
i j


 

        (2.48) 
将式（2.47）代入式（2.44）中，得表面力 sf 的关系式为 
( ) 2
( )
3
ij ji
s ij
j j j i j
p uu
f U
x x x x x

  
    
                   
 
注意到式（2.48）则有 
( )
, ( ) ( )
ij
ij
j j j
p p
p U U
x x x

  
  
            
 
于是得 
2
( )
3
ji
s
j j i
uu
f p U
x x x
 
  
              
     (2.49) 
将以上得出的惯性力和表面力的关系式代入方程式（2.43）之中，有 
2
( )
3
ji
b
j j i
uuU
U U f p U
t x x x
   
   
                  
    (2.50) 
方程式（2.50）就是单位体积流体的运动方程，或称 Navier-Stokes方程。它的几种特殊情况如下： 
1.稳态流动 
在式（2.50）中取 
0
U
t



 
2.常粘度的可压缩流体 
在式（2.50）中取 const  ，就得 
   
2 2
2
2
3
i i
b
j i j
u uU
U U f p U
t x x x
   
  
             
        (2.51a) 
或由
2
2
2
i
j
u
U
x

 

，
2
j
i j
u
U
x x

  
 
代入式（2.51a），给出 
2
1
3
b
U
U U f p U U
t
   

       

     (2.51b) 
3.不可压缩流体 
对于不可压缩流体， const  ，并且有 0U  ，则式（2.50）成为 
        
ji
b
j j i
uuU
U U f p
t x x x
  
   
              
    (2.52a) 
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4.常粘度的不可压缩流体 
式（2.51b）中取 0U  ，得 
           2
b
U
U U f p U
t
  

     

     (2.52b) 
2.8   流体的涡量方程和 Bernoulli方程 
2.8.1  涡量方程 
考虑最常用的常粘度情况。将运动方程式（2.51b）改写。在式（2.51b），即 
2
1
3
b
U
U U f p U U
t
  

       

 
中有些项可以利用矢量恒等式加以改形： 
①U U  
由 ( ) 2 2 ( )U U U U U U       ，移项得 
2
1 1
( ) ( )
2 2
U U U U U U U U            
② bf  
彻体力 bf 通常是具势的，所以 
0
b bj jf f e   
其中 bjf 是一常数，负号表示彻体力的方向恒指原点。 bf 的势函数是 bf X ，其梯度为 
0 0( ) ( ) ( ) ( )b bj j k k bj k jk bj jf X f e x e f x f x          
由于 0( ) ( )bj j bj i j if x f e x x     ，只有当 i j 时， 1j ix x   ，当 i j 时，总是有 0j ix x   ，所以 
0( ) ( )b bj j bj j bf X f x f e f        
③ 2U  
由 2 2( ) ( )U U U U         ，移项就有 
2 ( )U U       
将以上①、②和③的结果代入方程式（2.51b）中，得 
2
1 1
( ) ( ) ( )
2 3
bj j
U
U U f x p U U
t
    
  
                
  
 
上式整理之后，就得 
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2
4 1
( )
3 2
bj j
U
p f x U U U
t
   
  
            
     (2.53) 
式（2.53）仍然是单位体积常粘度流体的运动方程，只是形式上与（2.51b）有所不同而已。 
将式（2.53）两边取旋度，利用矢量恒等式得出： 
①
U U U U
t t t t t
    
     
              
 
②
4
( ) 0
3
bj jp f x U
 
      
 
 
③ 2 2 2 2
1 1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 2 2
U U U U                 
④ ( ) ( ) ( )U U U             
( ) ( )U U U U U              
式中由于 U  ，故 ( ) 0U      ，于是有 
( ) ( ) ( )U U U U U              
⑤ 2( ) ( )           
先将式（2.53）两边取旋度，而后代入上述①~⑤的结果，就得单位体积常粘度流体的涡量方程之
一般形式 
2 2
1
( ) ( )
2
U
U U U U U
t t
     
   
                
   
 (2.54) 
对于不可压缩流体， const  ， 0  ， 0U  ，则式（2.54）成为单位体积的常粘度不可压缩流
的涡量方程 
       2U U
t
   

     

      (2.55a) 
上式亦可写成 
              2
d
U
dt
  

             (2.55b) 
 
2.8.2  Bernoulli方程 
设：①流体是不可压缩流体， const  ，②流动是稳态的， 0U t   ，③势流，即无旋 0  。
于是运动方程（2.53）成为 
    2
1
0
2
bj jp f x U
 
    
 
，或 2
1
2
bj jp f x U C       (2.56a) 
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若彻体力仅有重力，则 bjf g ， jx h ，故有 
               2
1
2
p U gh C              (2.56b) 
方程式（2.56a）和（2.56b）即 Bernoulli方程。它是水力学的基本方程。 
 
2.9  流体的能量守恒方程 
能量守恒方程的最基本形式就是热力学第一定律，即  
dE Q W    
式中 E是流体的总内能，包括热内能和动能，Q是外界加入到流体中的热量，W是外界对流体所作之
功。 
设在流场中任取一体积为 V的流体，包围 V的表面积是 S。在体积 V中，包含的总内能是积分 
2 2
1 1
2 2V V
E e U dV e U dV 
   
      
   
   
外界加入到体积 V中的流体的热量是通过表面积 S传输的。若热流矢量是 Hq ，则在时间 dt之内穿过 S
的热量 Q 是 
 H
s
Q q dS dt    
外界对体积 V 内的流体所作之功，包括彻体力 bf 所作之功 bW 和表面力 所作之功 sW 。彻体力之功作
用于全部体积 V内，故在时间 dt中的彻体力的功是 
( )b b
V
W f U dV dt   
   
表面力之功作用于表面 S上，在时间 dt内表面力的功是 
( )s
s
W U dS dt    
   
将以上三个式子代入热力学第一定律式中，就有 
2
1
( ) ( )
2
H b
V s V s
d e U dV q dS f U dV U dS dt 
               
     
使用散度定理，将上式右方对面积 S的积分改换成对体积 V的积分： 
2
1
( ) ( )
2
H b
V V V V
d
e U dV q dV f U dV U dV
dt
 
 
           
 
          (2.58) 
上式左边的 d dt可写于积分之内，从而有 
2 2 2
1 1 1 ( )
2 2 2
d d d dV
e U dV e U dV e U
dt dt dt

 
        
              
        
 
在流场内没有源或汇，故 constdV dm   ，于是 ( ) 0d dV dt  ，则 
        2 2
1 1
2 2V V
d d
e U dV e U dV
dt dt
 
   
      
   
       (2.59) 
在方程（2.58）中，各项的被积函数均有连续性质，体积 V在流场中是任取的，故有 
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        2
1
( )
2
H b
d
e U q f U U
dt
 
 
          
 
       (2.60) 
下面给出方程式（2.60）中的各项 
①由式（2.20） 
2 2
2
1
2 2 2
d de d U e d U
e U U e
dt dt dt t dt
     
      
            
     
 
②由 Fourie定律 
( )H Hq K T       
因为 Hq 是外界加入到流体中的热量，故上式右方取正号。 
③ ( )U    
注意 是二阶张量，用张量形式写出[注] 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
j k i ki l l j k il ki l
j j
j k ki i j k ki i jk ki i ji i
j j j j
U e e e e u e e u
x x
e e u e e u u u
x x x x
   
    
 
        
 
   
    
   
 
于是有 
         ( ) ( ) ( )
ji i
i ji
j j
u
U u U U
x x

   
 
           
 
     (2.61) 
由式（2.18）知 sf   ，以及由式（2.43）知 s bf dU dt f  ，于是 
( ) ib ij
j
udU
U U U f
dt x
  

       

 
将①、②、③的结果代入方程（2.60）中： 
2 2
( )
2 2
i
b H b ij
j
ue d U d U
U e f U K T U f
t dt dt x
    
     
              
    
 
消去相同项，并且 Ve c T  ，上式就成为 
( )
( ) ( )V iV H ij
j
c T u
U c T K T
t x
  
 
     
 
 
用式（2.47）代入上式右方的最末项，得 
                                                      
[注] 此处用的是直角坐标系。 
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2
2
( )
3
2
( )
3
ji i i i i
ij ij ij
j j j i j j
ji i
j i j
uu u u u u
p U
x x x x x x
uu u
p U U
x x x
    
 
     
               
  
            
 
引用符号 
2
2
( )
3
ji i
j j i
uu u
U
x x x
 
  
          
      (2.62) 
于是流体的能量方程是 
           
( )
( ) ( )V V H
c T
U c T p U K T
t
 

       

    (2.63) 
若
Vc是常数，则由 V Vc c  ，方程（2.63）就成为 
             ( )V V H
T
c c U T p U K T
t

       

     (2.64) 
 
2.10  直角坐标系、圆柱坐标系、圆球坐标系中的流体力学方程 
2.10.1  直角坐标系中的不可压缩流体方程组 
1.连续性方程 
               0
u v w
x y z
  
  
  
        (2.65) 
2.运动方程 
2 2 2
2 2 2x
u u u u p u u u
u v w f
t x y z x x y z
 
          
          
          
   (2.66a) 
2 2 2
2 2 2y
v v v v p v v v
u v w f
t x y z y x y z
 
          
          
          
   (2.66b) 
2 2 2
2 2 2z
w w w w p w w w
u v w f
t x y z x x y z
 
          
          
          
   (2.66c) 
3.能量方程 
  2 2 22 2 2
2 2 2
H H H
e e e e T T T
u v w K K K
t x y z x x y y z z
u v w u v v w w u
x y z y x z y x z


                  
            
               
                   
                  
                    
  (2.67) 
4.正应力和切应力 
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2         
2         
2         
xx xy yx
yy yz zy
zz zx xz
u u v
p
x y x
v v w
p
y z y
w w u
p
z x z
    
    
    
   
       
    
    
       
    
   
      
   
     (2.69) 
2.10.2  圆柱坐标系中的不可压缩流体方程组 
1.连续性方程 
               0r z r
vv v v
r r z r


 
   
  
                       (2.70) 
2.运动方程      
2
2 2 2
2 2 2 2 2
1 2
r r r r
r z
r r r r r
r
vv v v v
v v v
t r r z r
vv v v v vp
f
r r r r r z r r r






 
    
     
    
    
       
      
  (2.71a) 
2 2 2
2 2 2 2 2
1 2
r
r z
r
v v v v v v
v v v
t r r z r
v v v v vvp
f
r r r r r z r r r
    

    




  
    
     
    
     
       
      
  (2.71b) 
2 2 2
2 2 2 2
1z z z z z z z z
r z z
v v v v v v v vp
v v v f
t r r z z r r r r z
 
 
          
           
          
  (2.71c) 
3.能量方程 
22 2
2 2
2 2 2
H
r z H H
r r z
H
r z z
Ke e e e T T T
v v v K K
t r r z r r r r r r
vv v vT
K
z z r r r z
v v vv v v v
r r r r z r


  

  


 
               
          
            
         
          
           
       
        
       
2
r
z
 
 
  
  (2.72) 
4.正应力和切应力 
2                        
2           
2                        
r r
rr r r
r z
z z
z z r
zz zr rz
v vv v
p
r r r r
v vv v
p
r r z r
v v v
p
z r z
 
 
 
  
    

    
 
    
  
        
   
      
          
     
   
      
    




       (2.73) 
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2.10.3  圆球坐标系中的不可压缩流体方程组 
1.连续性方程 
1
2 cot 0
sin
r r
vv vv v
r r r r r
  
  

    
  
       (2.74) 
2.运动方程 
      
2 2
2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2
sin
2 cot 1
sin
222 2
cot
sin
r r r r
r
r r r r r
r
r
v v vv v v v
v v
t r r r r
v v v v vp
f
r r r r r r r r
vv vv
r r r r r r
  

 

  


   

  
    
     
    
     
      
     
 
   
  
   (2.75a) 
2
2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2
cot
sin
2 cot 1
sin
2 2cot
sin sin
r
r
r
v v v vv v v v
v v
t r r r r r
v v v v vp
f
r r r r r r r r
v vv
r r r r r
     

    

 
 
  


    

   
    
      
    
     
      
     
 
  
  
  (2.75b) 
2 2
2 2 2
2
2 2 2 2 2
cot
sin
1 2 cot
sin
1 2 2cot
sin sin sin sin
r
r
r
v v v v v v v
v v
t r r r r
v v v vp
f
r r r r r r r
v vvv
r r r r r r
     

   

 
 
  


   

      
    
     
    
   
     
    
 
   
   
    (2.75c) 
3.能量方程 
22
2
2
1
sin
sin sin
1
2 2
sin
1
2 cot
sin
r H H
r r
H
r r
ve e e e T T
v v K K
t r r r r r r r
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 (2.76) 
4.正应力和切应力 
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图 2-6  圆柱坐标系                     图 2-7  圆球坐标系 
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2.11  流体力学方程的定解条件 
分析流场的工作就是求解流体力学方程组。求解这些微分方程得到的只是一般解，包含一些积分
常数。确定全部积分常数的值，就能唯一地确定具体问题所需要的解。 
定解条件并不是按照数学上的考虑提出的，而是按照实际问题的物理概念给定。所以确定定解条
件是建立物理模型的基本内容之一。在大多数情况下，定解条件很难精确表达实际问题的物理状况，
原因是要么不能精准了解边界上的物理过程，要么繁难到无法处理。必须采取简化的方法。虽然简化
的定解条件决定的结果，仅是近似的解，但在本质上是能反映实际情况的。 
定解条件一般包括初始条件和边界条件。初始条件是对时间而言的，与时间相关联的状态，当然
不是稳态，而是过渡性质的暂态。边界条件是对空间而言的，它规定流场空间分布的唯一性。 
1.初始条件 
选定一个时刻作为初始时间 0t ，在此时刻流场参数的具体分布是已知的，即 
                   
0
0
0
0
0
( ; )
( ; )
( ; )
o
it
it
i
t
p p x t
T T x t
U U x t

 

 



        (2.78) 
对于与时间无关的稳定状态即定常流动，不需要初始条件。在很多场合中，初始条件的后效影响是逐
渐衰减的，直到它的影响小到可以忽略，从而达到与时间无关的所谓定常状态。 
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2.边界条件 
（1）在边界上或在一定位置上，参数的值是已知的， 
0
0
0
0
0
0
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( ; )
( ; )
i i
i i
i i
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ix x
i
x x
p p x t
T T x t
U U x t




 

 



         (2.79) 
（2）在边界上或在一定位置上，参数的偏导数是已知的 
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         (2.80) 
流体参数的偏导数，往往是输运过程的驱动力。上述三种偏导数代表的物理状况是： ip x  是流
体在 ix 方向的压力流量的驱动力， iT x  代表在 ix 方向的热传导， j iu x  代表垂直于 ix 的表面上的粘
性剪应力。式（2.80）中， mc 、 Hc 、c的取值按实际的物理状况确定。例如对于绝热表面，则有 0iT x   。 
（3）交界面上的连续条件 
交界面可以是两种介质的接触面，也可以是一种介质因流动通道几何形状或尺寸大小的突变，以
及存在局部的源或汇等而出现的不连续现象。在这类间断面上，流体力学方程不能成立，只能按界面
处理。 
①  界面上参数值的连续性 
在两种介质的交界面上，介质的物性参数，如密度 ，导热系数 HK ，比热容 Vc 等都是突变的。但
是不属于物性范畴的力学参数却是连续的。此处所谓的连续就是在交界面上参数的值只有一个，即 
0 0
0 0
0 0
1 20 0
1 20 0
1 2
0 0
i i i i
i i i i
i i i i
x x x x
x x x x
x x x x
p p
T T
U U
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   

 

 



         (2.81) 
上面三式无论界面是两种介质的或是同一介质的，也无论跨过界面时参数变化是否光滑可微，它
们都成立。式中的速度条件就是粘性流体的粘附条件，它表示在交界面上既没有相对滑移又无分离。
对于理想流，不考虑粘性而在交界面上可以出现相对滑移，以致这一条件成为不必要。 
②跨越界面的通量守恒 
界面是没有厚度的，它不能积存任何物理量，所以从一侧进入边界的通量是多少，则必然从另一
侧出来多少。一般所说的通量指的是质量、热量、动量等，即 
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可以举出式（2.82）的一些具体例子。 
 
扩散质量流 
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(2.83) 
压力质量流 
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高速流体与固体壁面换热 
 
0
0
1
0
0
i
i
H x
x
T
K h T T
n
 


 

 
粘性剪切力 
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上述各式中，n是交界面的法线方向， 是其切线方向。h称为对流传热系数。T是流体的特征温度。 
2.12  低 Re数下，圆球在无界粘性流体中的运动 
2.12.1  概述 
圆球体在流体中的运动有两种基本形式，一种是平移运动，一种是旋转运动。对于铁磁流体而言，
其中的固相微粒总是被假定成大小一致的圆球体。由于固相微粒的尺寸极其微小，在一般工业两相流
中可以不必考虑这种细微的固体与液相之间的滞后。但是对于铁磁流体，无论是平移速度滞后产生的
粘性力，还是旋转速度滞后产生的粘性力矩，都是至关重要的。因为外磁场施加于铁磁流体时，不能
磁化的基载液体没有任何磁响应的能力，外磁场只能对磁性固相微粒施加力和力矩。这种磁力和磁力
矩引起固相微粒与基载液之间在运动上的滞后，伴随而生的就是两者互相作用的粘性力和粘性力矩。
对于一个微粒，这种粘性力和粘性力矩很小，但是由于固相微粒的数密度极其巨大，故而粘性力和粘
性力矩的总效应非常可观。外磁场施加在固相微粒上的磁力和磁力矩就是通过这种粘性力和粘性力矩
传递到整个基载液体上，从而实现对铁磁流体的控制。没有粘性作用，也就谈不上外磁场对铁磁流体
的控制，铁磁流体的根本特点就完全丧失。 
设固相微粒的直径 810 mpd  ，基载液之粘度系数 c 和密度 c 分别为
3 14 10 kg(m s)c
    ，
3850kg mc  ，微粒运动速度 10m sv  ，则 Re数之值为 
Re 0.021
c p
c
vd

   
在这样小的 Re下，显然可以在运动方程中略去惯性项。此外，固相微粒在铁磁流体中所占的体积分量
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通常为 5%~10%，微粒之间的距离比直径大许多，可以近似地不考虑微粒群在运动中的互相干扰。这
就意味着每个微粒都似乎是在无界流中运动。所以，低 Re数下圆球在无界流体运动的解，对于铁磁流
体相当适合。故本节将对其作较详细的阐释。 
 
2.12.2  圆球体在粘性无界流中的低 Re数平动运动 
1.运动方程之解 
     
（a）圆球运动之流场         （b）速度三角形 
图 2-8   低 Re数下圆球体之平动运动 
 
如图 2-8所示，圆球在无界流中沿 z轴方向运动。设流动完全对于 z轴，则在平行于 xOy坐标面的
平行圆之圆周上，流动状况与角度无关，并且没有方向的流速，即 0v  。于是方程（2.75c）成
为不必要，在方程（2.74）、（2.75a）和（2.75b）中，所有 ( ) 0   。同时，因 Re很低，方程（2.75a）
和（2.75b）左方的惯性项可全部舍弃，于是有： 
连续方程 
2
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  
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   
 
 
r方向的运动方程 
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       
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 方向的运动方程 
2 2
2 2 2 2 2
2 cot 2
sin
r
c
v v v v vvp
r r r r r r r r r r
    
    
     
      
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式中 c 是基载液的粘性系数。参照图 2-8（b），边界条件是 
   
0
0
        cos         sin         
         cos         sin        
r c c
p r p p
r v v v v p p
r r v v v v p p p


 
 
     

      
     (A) 
式中 cv 是基载液的速度， pv 是微粒的运动速度。r 的边界条件反映未受扰的状态， pr r 的边界条
件就是粘附条件。考虑到三个微分方程的线性性质，以及边界条件中有三角正弦和余弦，故取分离变
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量形式的试探解： 
                  
0
( )cos
( )sin
( )cos
r r
c p
v f r
v f r
p p f r
 


 


  
  
        (2.84) 
将试探解依次代入到连续方程、r方向和 方向的运动方程中，便得 
                  
2
( )r rf f f
r

             (B) 
                  
2
2 4
( )p r r rf f f f f
r r

              (C) 
                  
2
2 ( )p rf rf f f f
r
  
             (D) 
联立以上三个方程，消去 f和 pf ，得到 rf 的四阶常微分方程 
3 28 8 8 0r r r rr f r f rf f        
只要令 ry f  ，就可以将此方程化为 Euler方程，不难求解。但更直接的办法是取试探解为 
( ) mrf r r  
代入方程中，得 
( 1)( 2)( 3) 8 ( 1)( 2) 8 ( 1) 8 0m m m m m m m m m m           
此方程析因式之后，得到 
( 2)( 1)( 3) 0m m m m     
于是得到 rf 的函数形式是 
2
3
( )r
c d
f r a br
r r
             (E) 
将式（E）代入式（B），得到 ( )f r 是 
2
3
( ) 2
2 2
c d
f r a br
r r
             (F) 
将式（E）和式（F）代入式（D）之右方，结果为 
2
( ) 10p
c
f r br
r
           (G) 
由边界条件式（A）给出 ( )f r 函数的边界条件，以确定积分常数 a、b、c、d。由 r ， ( )r cf r v ，
( ) cf r v  ，得到积分常数 a和 b是 
, 0ca v b   
又由 pr r ，  r pf r v ，   pf r v  ，则式（E）和式（F）得 
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3 3
,
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p c p c
p p p p
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上两式解出积分常数 c和 d为 
3
3 1
( ), ( )
2 2
p p c p p cc r v v d r v v      
于是由式（E）、（F）、（G）得出各  f r 的函数为 
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       (2.85) 
用式（2.85）代入式（2.84），则有速度和压力的函数形式 
3
3
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cos 3 ( )cos
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p p
r c p c
r r
v v v v
r r
 
 
    
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      (2.86a) 
3
3
1
sin 3 ( )sin
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v v v v
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      (2.86b) 
0 2
3
( )cos
2
p
c p c
r
p p v v
r
            (2.86c) 
上面三个式子右方的第一项是离圆球无限远处的速度和压力之值，它们都是未受干扰的状态。三
个式子的第二项就是扰动值，显然扰动的大小与速度滞后（即 p cv v ）成正比。 
2.圆球平动运动的粘性阻力 
在基载液体中取一个球形控制体，它的半径为 r并且和圆球同心。 
（1）正应力 
由式（2.77），正应力是 
2 rrr c
v
p
r
 

  

 
用式（2.86a）与式（2.86c）代入，即得 
0 cosrr rrp            (2.87a) 
式中 
2
2 2
3
1 2 ( )
2
p p
rr c p c
r r
v v
r r
 
 
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      (2.87b) 
（2）切应力 
由式（2.77），切应力是 
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用式（2.86a）与式（2.86b）代入，得 
sinr r             (2.88a) 
式中 
3
4
3
( )
2
p
r c p c
r
v v
r
           (2.88b) 
（3）球形控制体表面上的阻力 
表面应力 为 
0 0 0 0
rr rr r r       
在控制体球形表面 S 上积分。如图 2-9 所示，将微元环带面积 dS 上的力在 0v 和 0u 方向投影而得两个
方向的分力 uF 和 vF 。 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )u rr r rr r
s s s
F dS u r dS r r r u r u dS                    
          
 
图 2-9  球形控制体的表面应力 
由图 2-9可见： 
(2π cos ) , (2π sin )u vdS r rd dS r rd      
以及 0 0 sinr u   ， 0 0 cosu   ，于是粘性阻力在 0u 方向的分力是 
( sin cos )u rr r u
s
F dS      
将式（2.87a）与式（2.88a）代入积分中，就有 
π/2
0
π/2
( sin cos sin sin cos )(2π cos )u rr rF p r rd        

      
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注意到
0p 是常数， rr  和 r  仅是 r的函数，故上式对 的及积分结果是零，即 
0uF   
这个结果是意料之中的事，因为一开始在运动方程中已假定在方向的对称性。 
由图 2-9可见， 0 0 cosr v   ， 0 0 sinv    ，粘性力在 0v 方向分量积分式是 
0( ) ( cos sin )v rr r v
s s
F dS v dS           
用式（2.87a）与式（2.88a）代入积分中，就有 
π
0
0
( cos cos cos sin sin )(2π sin )V rr rF p r rd              
显然有关于
0p 的第一项积分结果是零，只有扰动量 rr  和 r  才引起粘性阻力。于是积分的结果为 
2
2 4
2π
3 3
v rr rF r  
 
   
 
 
用式（2.87b）与式（2.88b）代入，得 
2 2
2 2
2π 1 2 2 ( )
p p
v p c p c
r r
F r v v
r r

  
     
  
      (2.89a) 
在运动的圆球面上，取 pr r ，并注意到 vF 与 pv 、 cv 是同方向的，写成矢量形式： 
 2π 1 2 ( ) 6π ( )v c p p c c p cF r v v v v                    (2.89b) 
由上式可见，正应力扰动对粘性阻力的贡献占 1/3，切应力扰动的贡献占 2/3。 
定义粘性阻力系数为 dC ，且 
6π , ( )d c p v d p cC r F C v v          (2.89c) 
式（2.89c）表明小 Re数下运动的粘性阻力与速度滞后或相对速度成正比。 
 
2.12.3  圆球在粘性无界流中的低 Re数转动运动 
1.运动方程之解 
设在粘性流体中，未受扰动处的旋转速度是 c （ 2 c c cv     ），浸在流体中的圆球的转动速
度为
p ，矢量 c 与 p 共线。这种低 Re数的圆球绕 z轴转动，可以认为不引起 r方向和 方向的扰动。
于是只考虑方向的速度 v，由于在方向的对称性，故运动方程中对的各阶导数项均为零。于是
方程（2.75c）在略去左方的惯性项之后，成为下面比较简单的形式： 
2 2
2 2 2 2 2
2 cot
0
sin
v v v v v
r r r r r r r
    
  
   
    
   
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边界条件：   ①无界流 r ，  ( sin )c cv v r           (H) 
             ②球面粘附条件 pr r ， ( sin )p pv r          (I) 
设方程之解具有分离变量的形式： 
              ( )sinv f r              (J) 
代入到运动方程中，约去 的三角函数，得到 ( )f r 的常微分方程为 
                   2 2 2 0r f rf f             (K) 
这个方程显然可以预料其解为幂函数 
                   ( ) mf r r            (L) 
代入常微分方程（K）中，得到 m的代数方程为 
( 1) 2 2 0m m m     
析因式即得 
( 1)( 2) 0m m    
 
图 2-10  圆球形微粒旋转运动的表面切应力  
 
于是式（L）的函数形式就是 
                         
2
( )
b
f r ar
r
           (M) 
边界条件式（H）给出 ( ) sin ( sin ) crf r r    ，得出 
( ) crf r r   
由式（M），当 r 时有 
( )
r
f r ar

  
将以上两式对照，即得 
ca   
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由式（J）和边界条件式（I）给出圆球表面上 
( )sin ( sin )
p
p p pr r
v f r r     
 
因而有 
( )p p pf r r   
式（M）给出，当 pr r 时，有 
2
( )p p c
p
b
f r r
r
   
以上两式联立，即得 
3 ( )p p cb r     
将得到的 a、b代入式（M）中，而后由式（J），就有 
                    
3
2
( ) ( )
p
c p c
r
f r r
r
            (2.90a) 
                  
3
2
( ) sin
p
c p c
r
v r
r
    
 
   
 
       (2.90b) 
在旋转的圆球表面上，正应力 rr 是通过球中心的，它不会引起力矩。能产生力矩的只是平行圆周上的
切应力 r 。在式（2.77）中，因方向对称而 0rv    ，故有 
r c
v v
r r
 
 
 
  
 
 
将式（2.90b）代入，得到 
                     sinr r             (2.91a) 
其中右方的 r  是 
                       
3
3
3 ( )
p
r c p c
r
r
             (2.91b) 
由图 2-10可见，微元面 dS上的粘性力矩 cdL r dF   ， cr 是垂直于 k（即 z坐标轴）的平行圆的
半径， 0 ( sin )c cr r r  。于是粘性力矩为 
0 0 0 0( sin ) [ ( )]c c r
s s
L r dF r r r dS r           
参照图 2-10， (2π sin )dS r rd  ，代入上式并且使用式（2.91a），就得 
π
0
( sin )( sin )(2π sin )rL k r r rd        
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积分结果是 
3
4
2π
3
rL k r 
 
   
 
 
用式（2.91b）代入，就有 
38π ( ) ( )c p p c p cL k r C                (2.92a) 
式中C 是粘性阻力矩系数 
                   3 18π 6c p c pC r V           (2.92b) 
将式（2.92b）代入式（1.16）关于 Bt 的定义式中，就得 
                            
1
0
3 c p
B
V
t
k T

          (2.93) 
 
2.13  正交曲线坐标系中的流体力学方程 
2.13.1  概述 
就参照系而言，直角坐标系是最简单明了的，它的主要简便之处，就是三个作坐标轴的单位矢量 i ，
j， k都是常矢。任何矢量在直角坐标系的三个坐标轴上的分量，只有模的变化而无方向变化。但是，
在求解某些实际问题中，例如分析圆球在流体中的低 Re数运动，使用圆球坐标系就远比直角坐标系方
便。 
流体动力学方程的原始形式，是在直角坐标系中，用微元控制体分析方法建立的，而后将这种原
始形式改换成描述场（流场是场的一种）变化的微分函数，如梯度、散度、旋度以及它们的组合，这
样组成的流体动力学方程组，形式简单而且普适于改换到其他的坐标系。本节主要的目的是阐明如何
将这样的方程转换到一种一般的正交坐标系上，以经过不复杂的手续就得到所需要的坐标系。 
这个一般的坐标系就是正交曲线坐标系。直角坐标系、圆柱坐标系、圆球坐标系等都是它的特殊
情况。曲线坐标系与直角坐标系最大的不同点在于曲线坐标的单位矢量不是常矢，虽然它的模是常数 1，
但方向是变化的。曲线坐标系的坐标变量与坐标的曲线弧长之间的系数称为尺度系数或 Lame系数。在
求出描述流场的微分函数梯度、散度、旋度等在曲线坐标系中的表达形式之后，就可以通过已知的 Lame
系数，迅速地换算到所需要的特殊坐标系中，于是得到在该坐标系中的流体力学方程组。 
2.13.2  正交曲线坐标系 
如图 2-11所示，在直角坐标系 Oxyz中有三族正交的曲面，其方程是 
1 1
2 2
3 3
( , , )
( , , )
( , , )
x x y z C
x x y z C
x x y z C
 

 
 
           (2.94) 
当 1C ， 2C ， 3C 确定以后，这三张曲面也就被确定。以此三张曲面为坐标面，则构成一个曲面坐标体系。
三张曲面的交线就是曲线坐标轴。图 2-11表示了这个曲线坐标系。 
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显然，直线坐标系 Oxyz与曲线坐标系
1 2 3O x x x 之间有函数关系，由式（2.94）有 
                      
1 1
2 2
3 3
( , , )
( , , )
( , , )
x x x y z
x x x y z
x x x y z
 

 
 
         (2.95a) 
其反函数是 
                      
1 2 3
1 2 3
1 2 3
( , , )
( , , )
( , , )
x x x x x
y y x x x
z z x x x
 

 
 
        (2.95b) 
 
 
图 2-11  曲线坐标系 
设空间一点从P移动到 P dP ，其经过的弧长为 dL。若点 P的矢径是 r，点P dP 的矢径为 r dr 。
将 d r分解到 1x ， 2x ， 3x 的曲线坐标轴上，则弧长 dL在三个曲线坐标轴上的投影弧长分别为 1dL ， 2dL ，
3dL ，于是在坐标系 1 2 3O x x x 中有 
                 0 0 01 1 2 2 3 3dr e dL e dL e dL             (2.96a) 
或缩写成 
                0 0 , 1, 2, 3ii i i i
i
dL
dr e dL e dx i
dx
          (2.96b) 
再将 d r写成微分形式 
                1 2 3
1 2 3
r r r
dr dL dL dL
L L L
  
  
  
         (2.96c) 
或缩写成 
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                    i
i
r
d r dL
L



         (2.96d) 
比较式（2.96a）和（2.96c），或比较式（2.96b）和（2.96d），即有 
                    0i
i
r
e
L



            (2.97) 
若将 d r在坐标系 Oxyz内分解，则有 
                 dr i dx j dy k dz            (2.98a) 
将式（2.95b）两边取微分，得 
1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3
x x x
dx dx dx dx
x x x
y y y
dy dx dx dx
x x x
z z z
dz dx dx dx
x x x
  
   
   
   
   
   
  
   
   
       (2.98b) 
将（2.98b）代入式（2.98a）中，而后按 1dx 、 2dx 、 3dx 因子整合，就得 
 1 2 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3
x y z x y z x y z
dr i j k dx i j k dx i j k dx
x x x x x x x x x
            
            
             
  (2.98c) 
引用记号 
                   i
i i i
x y z
H i j k
x x x
  
  
  
        (2.99) 
于是式（2.98c）缩写成 
                    i idr H dx            (2.100) 
将式（2.96b）与式（2.100）相比较，可见 
                     0 ii i
i
dL
H e
dx
            (2.101a) 
由式（2.101a）知道，矢量 iH 的方向是 0ie ，而其模由式（2.98c）或式（2.99）得 
              
2 2 2
i
i
i i i i
dL x y z
H
dx x x x
       
        
       
      (2.101b) 
于是，正交曲线坐标中的坐标轴曲线弧长 idL与直角坐标系中坐标轴的直线长度 idx 的比值就是 iH ，即
Lame系数或尺度系数。 
在曲线坐标系中的坐标弧长元素直接由式（2.101b）得 
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2 2 2
i i i i
i i i
x y z
dL H dx dx
x x x
 
                
        
 
     (2.102a) 
曲线坐标系中， constix  的曲面面积元素 idS 是 
0 0( ) ( )i j k j j j k k kdS dL dL e H dx e H dx     
此即 
                 0
i i j k j kdS e H H dx dx           (2.102b) 
曲面的面积元素是矢量，它的方向就是其法线方向。曲线坐标系中的体积元素是数量，即 
               
1 2 3 1 2 3 1 2 3dV dL dL dL H H H dx dx dx         (2.102c) 
2.13.3  曲线坐标系中，单位矢量对位置坐标的导数 
曲线坐标系的单位矢量，由于方向变化而非常矢，所以对位置坐标的导数不等于零。利用正交的
特性，有 
             0 0 0 01, 0,i i i je e e e i j           (2.103a) 
     0 0 0 0 00, ,i i i j ke e e e e i j k           (2.103b) 
1.
0
i
j
e
x


 
将式（2.103a）的第二式乘以 i jH H ，写成 
0 0( ) ( ) 0i i j jH e H e   
上式对 kx 取导数，并且限定 i j k  ，则有 
0 0 0 0 0 0[( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0i i j j i i j j j j i i
k k k
H e H e H e H e H e H e
x x x
  
     
  
    (A) 
将式（A）轮换下标，有 
             0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0j j k k k k j j
i i
H e H e H e H e
x x
 
   
 
      (B) 
             0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0k k i i i i k k
j j
H e H e H e H e
x x
 
   
 
      (C) 
将以上三式相加，则有 
0 0 0 0 0 0
0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0
i i k k j j j j i i k k
j k k i
k k j j i i
i j
H e H e H e H e H e H e
x x x x
H e H e H e
x x
      
        
       
  
   
   
   (D) 
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将式（2.102a）代入式（2.97），就有 
0
i i
i
r
H e
x



 
用于式（D）的第一个中括号之内，就有 
0 0( ) , ( )k k j j
j j k k k j
r r
H e H e
x x x x x x
       
               
 
因为微分与次序无关，上两式之右方是相等的，故左方亦相等，即 
0 0( ) ( )k k j j
j k
H e H e
x x
 

 
       (2.104) 
由式（2.104）可知式（D）中，各中括号之内两项是相等的，于是有 
        0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i i k k j j k k k k j j
j i i
H e H e H e H e H e H e
x x x
  
     
  
   (E) 
将式（E）与式（B）相减，就得 
0 0( ) ( ) 0i i k k
j
H e H e
x

 

 
展开左方，有 
0
0 0( ) 0k ki i k k
j j
H e
H e e H
x x
  
      
 
因 0 0 0i ke e  ，故只有 
                   
0
0 0ki
j
e
e
x

 

        (2.105a) 
式（2.105a）表明
0
k
j
e
x


与 0ie 垂直。又由 
0 0( ) (1) 0k k
j j
e e
x x
 
  
 
 
或将左方展开，即 
0 0 0
0 0 0 0 0( ) 2k k kk k k k k
j j j j
e e e
e e e e e
x x x x
  
      
   
 
从而有 
                         
0
0 0kk
j
e
e
x

 

         (2.105b) 
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此式表明
0
k
j
e
x


与 0ke 垂直。 
既然
0
k
j
e
x


同时与 0ke 和 0ie 垂直，所以它的方向必定是 0je 。将式（2.104）两边同时展开，得 
00
0 0 j jk k
k k j j
j j k k
H ee H
H e e H
x x x x
  
  
   
 
上式左边第一项和右边第一项都是 0
je 方向，而左边第二项和右边第二项都是
0
ke 方向。按方向拆开就有 
                
00
0 0,
j jk k
j k
j k k k j j
H ee H
e e
x H x x H x
  
  
   
      (2.106) 
2.
0
i
i
e
x


 
由式（2.103b） 
0 0 0
i j ke e e   
两边对 ix 取导数 
00 0
0 0 0 0( )
ji k
j k j k
i i k i
ee e
e e e e
x x x x
 
     
   
 
用式（2.106）代入 
0
0 0 0 0i i i
j i i k
i k k j j
e H H
e e e e
x H x H x
  
   
  
 
上式给出 0ie 对 ix 的导数是 
                 
0
0 0i i i
k j
i k k j j
e H H
e e
x H x H x
  
  
  
      (2.107) 
式（2.106）与式（2.107）给出正交曲线坐标系的单位矢量对坐标的导数。其中下标 i，j，k可以按 1，
2，3循环轮换取值，并且限定 i j k  。 
 
2.13.4  描述场的微分函数在正交曲线坐标系中的形式 
1.梯度 
00 0
0 0 0 ji k
i j k
i j k i i j j k k
ee e
e e e
L L L H x H x H x
     

     
      
     
    (2.108a) 
式中是数性函数，它沿曲线坐标系的坐标轴弧长的变化就是梯度。式（2.108a）可以缩写成简单形式
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为 
0
i
i i
e
H x



 

         (2.108b) 
曲线坐标系中 Hamilton算子的缩写形式是 
0
i
i i
e
H x

 

         (2.109) 
若是坐标 ix ，则 
0
i
i
i
e
x
H
           (2.110) 
由矢量恒等式 ( ) 0   ，则有 
0
( ) 0ii
i
e
x
H
 
      
 
       (2.111) 
2.散度 
由式（2.103b）， 0 0 0
i j ke e e  ，两边同时除以 j kH H ，则有 
00 0
ji k
j k j k
ee e
H H H H
   
两边取散度 
00 0
ji k
j k j k
ee e
H H H H
  
          
   
 
右方按矢量恒等式展开 
0 00 0 0
j ji k k
j k k j j k
e ee e e
H H H H H H
        
                     
        
 
由式（2.111）立即可见上式之右方是零，故 
0
0i
j k
e
H H
 
    
 
        (2.112) 
设有矢量V ，其散度 V  在正交曲线坐标系中的形式，按式（2.109）写成 
0 0 0 0 0 0
00 0
0 0 0
( )i j k i i j j k k
i i j j k k
ji k
i j k j k i k i j i j k
i i j j k k j k k i i j
V e e e e V e V e V
H x H x H x
ee e
e e e H H V H HV H H V
H x H x H x H H H H H H
   
             
    
              
 
注意到式（2.112），就有 
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1
( ) ( ) ( )j k i k i j i j k
i j k i j k
V H H V H HV H H V
H H H x x x
   
     
    
   (2.113a) 
式中 i，j，k按 1，2，3循环取值，并且限定 i j k  。于是式（2.113a）可缩写为 
            
1
( )j k i
i j k i
V H H V
H H H x
 
    
 
       (2.113b) 
3. 旋度 
将矢量V 写成下面的形式 
00 0
( ) ( ) ( )
ji k
i i j j k k
i j k
ee e
V HV H V H V
H H H
    
取旋度得 
00 0
( ) ( ) ( )
ji k
i i j j k k
i j k
ee e
V H V H V H V
H H H
 
     
  
 
按矢量恒等式展开上式之右方 
0 00 0
0 0
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
j ji i
i i i i j j j j
i i j j
k k
k k k k
k k
e ee e
V H V H V H V H V
H H H H
e e
H V H V
H H
      
                      
       
   
        
   
 
注意到式（2.111），上式成为 
00 0
( ) ( ) ( )
ji k
i i j j k k
i j k
ee e
V HV H V H V
H H H
    
              
    
     (F) 
先求出右方的第一项，然后用下标轮换得出第二项和第三项。利用式（2.109），有 
00 0 0 0
00
0 0
( ) ( )
1
( ) ( )
ji i k i
i i i i
i i i j j k k i
jk
i i j j k k i i
j i j k i k i j k k j
ee e e e
H V H V
H H x H x H x H
ee
H V H e H e H V
H H x H H x H H H x x
      
                    
      
             
   (G) 
 
将式（G）代入式（F）的右方第一项，并依下标轮换写出第二项和第三项，就得 
 0 0 0 0
0 0
1
( )
( )
j j k k i i k k i i j j
i j k k j i k
i i j j k k
j i
V H e H e H V H e H e H V
H H H x x x x
H e H e H V
x x
      
               
  
       
  (2.114a) 
上式按方向归项成为 
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0 0
0
( )( ) ( ) ( )1
( ) ( )
j jk k i i k k
i i j j
i j k j k k i
j j i i
k k
i j
H VH V H V H V
V H e H e
H H H x x x x
H V H V
H e
x x
     
        
       
   
  
     
  (2.114b) 
上式下标 i，j，k按 1，2，3循环取值，并限定 i j k  ，则可缩写成 
0
( )( )1 j jk k
i i
i j k j k
H VH V
V H e
H H H x x
 
   
   
     (2.114c) 
4. Laplace算子 2  
在式（1.113b）中，用取代V ，并且注意式（2.109），就有 
2
1
j k
i j k i i i
H H
H H H x H x
   
       
    
      (2.115) 
式中，i，j，k按 1，2，3循环取值，并且 i j k  。 
5. 2  
直接使用式（2.115）就得 
2
1
j k
i j k i i i
H H
H H H x H x


   
    
    
      (2.116) 
式（2.116）右方的求和约定与式（2.115）相同。 
6. 2V  
由矢量恒等式 
2 ( ) ( )V V V       
对右方第一项，先使用式（2.113b），而后使用式（2.108a）；对右方第二项两次使用式（2.114c），最后
按方向整理归项，就得 
2
0
1 1
1 1
1 1
j k i k i j i j k
i i i j k i j k
j j jk i i i i k k
i
j k j i j i j j k k k i k i
j k
j j i j k
H H V H H V H H V
V
H x H H H x x x
H V HH H V H V H V
e
H H x H H x x H H x H H x x
H H
H x H H H
     
               
           
                       


0
1 1
i k i j i j k
i j k
j j j ji k k k i i
j
k i k j k j k k i i i j i j
V H H V H H V
x x x
H V H VH H V H H V
e
H H x H H x x H H x H H x x
    
            
          
                           
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0
1 1
1 1
j k i k i j i j k
k k i j k i j k
j j ji i k k i k k
k
i j i k i k i i j j j k j k
H H V H H V H H H
H x H H H x x x
H H VH V H V H H V
e
H H x H H x x H H x H H x x
     
             
         
                       
  (2.117) 
上式中取 1i  ， 2j  ， 3k  。若缩减写成右方第一个大括号，则按求和约定，i，j，k依次轮换取值，
并且 i j k  。 
7.U   
使用式（2.109）得 
0 0
i i i
i i
U e u e
H x
 
    
 
 
从而有 
i
i i
u
U
H x

 

        (2.118) 
式（2.118）按求和约定，取 1i  ，2，3。 
8.U V  
使用式（2.118），就有 
0( )i j j
i i
u
U V e V
H x

 

 
展开上式之右方 
0 0
0 0j i j j j j ji
j j j
i i i i i i
V uV e u V eu
U V e e U V
H x H x H x
  
     
  
 
 
当 j i 时，上式右方第二项按式（2.107）成为 
0 0i i i i
k j
i u k j j
uV H H
e e
H H x H x
  
     
 
当 j i 时，上式右方第二项按式（2.106）成为 
0 0i j i i k i
i i
i j j i k k
uV H uV H
e e
H H x H H x
 

 
 
于是得到 
0 0 0 0 0i j i i k i i i i i i i
j j i i k j
i j j i k k i k k i j j
uV H uV H uV H uV H
U V e U V e e e e
H H x H H x H H x H H x
   
      
   
  (2.119a) 
式（2.119a）按照求和约定，i，j，k依次轮换取值，并且 i j k  ，就得出 
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1 31 2 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 0
2 2 1 1 3 2
1 2 2 1 3 3 1 3 3 1 2 2
2 3 2 2 1 2 2 2 2 2 20 0 0 0 0
3 3 2 2 1 3
2 3 3 2 1 1 2 1 1
uVuV H H uV H uV H
U V e U V e e e e
H H x H H x H H x H H x
u V H u V H u V H u V
e U V e e e e
H H x H H x H H x
    
        
    
  
    
  
2
2 3 3
3 1 3 3 2 3 3 3 3 3 3 30 0 0 0 0
1 1 3 3 2 1
3 1 1 3 2 2 3 2 2 2 1 1
H
H H x
u V H u V H u V H u V H
e U V e e e e
H H x H H x H H x H H x
 
 
 
    
     
    
 
上式右方三个括号是由式（2.119a）依次取 1i  ， 2j  ， 3k  ； 1j  ， 2k  ， 3i  ； 1k  ， 2i  ，
3j  得出。按方向将其归项，就有 
3 31 1 2 2 1 10
1 1 2 3
1 2 2 2 1 1 1 3 3 3 1 1
3 32 2 2 2 1 10
2 2 3 1
2 3 3 3 2 2 2 1 1 1 2 2
0
3
u Hu H u H u H
U V e U V V V
H H x H H x H H x H H x
u Hu H u H u H
e U V V V
H H x H H x H H x H H x
e U
      
          
        
      
         
       
 3 3 3 31 1 2 23 1 2
3 1 1 1 3 3 3 2 2 2 3 3
u H u Hu H u H
V V V
H H x H H x H H x H H x
      
       
        
   (2.119b) 
9.惯性力 
单位体积流体的惯性力可以分成当地惯性力与迁移惯性力之和，即 
dU U
U U
dt t
  

  

 
将速矢写成 0i iU e u 的缩简形式，而后在式（2.119b）中取 i iV u ，就得惯性力的缩写形式为 
0 j ji i i
i i j
i j j j i i
i i k k
k
i k k k i i
u Hu u HdU
e U u u
dt t H H x H H x
u H u H
u
H H x H H x
   

   
            
  
  
   
   (2.120a) 
或将右边中括号内第一项和第二项合并，得 
0 j ji i i i i k k
i j k
i j j j i i i k k k i i
u Hdu u H u H u HdU
e u u
dt dt H H x H H x H H x H H x
   
      
                
 (2.120b) 
按求和约定，i，j，k依次轮换取值，并且 i j k  。 
 
2.13.5  流体微团的变形和应力在曲线坐标中的表达形式 
1.正变形（即伸缩变形） ii  
伸缩变形率，由式（2.7）写成 
0 0( )iii i i
i
u
e e U
x


   

 
Hamilton算子用式（2.109）代入，并且将U 展开，就有 
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0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
00
0 0 0 0
( ) ( )iii i i i i j j k k i i i j j k k
i i i i
j ji i k k
i i i j j k k
i i i i i
e
e e e u e u e u e e u e u e u
H x H x
u eu e u e
e e u e u e u
x x x x x

     
                    
    
     
    
0 1
i ix H
 
 
  
 
使用曲线坐标系单位矢量微分的关系式（2.106）与（2.107），则上式成为 
0
0 0 0 0 0 0 0j ji i k i k i
ii i i k j j j i k k i
i i k k j j i j j i k k
H ue u H H u H
e u e e e u e e u e
H x H x H x x H x x H x

           
                             
 
于是得到 
1 ji i k i
ii
i i i j j i k k
uu H u H
H x H H x H H x

  
  
  
      (2.121) 
式中 i，j，k依次轮换取值，并且 i j k  。 
2.剪切变形 ij  
由式（2.12），剪切变形率可以写成 
0 0 0 02 ( ) ( )
ji
ij i j j i
j i
uu
e e U e e U
x x


       
 
 
同样，使用式（2.109）并展开U ，就得 
0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00
0 0 0
2 ( ) ( )
j i
ij i j i i j j k k j i i i j j k k
j j i i
j ji i
i i i j j
j j j
e e
e e e u e u e u e e e u e u e u
H x H x
u eu e
e e u e u
x x x

      
                         
  
   
  
0
0
00 0
0 0 0 0
1
1
k k
k k
j j j j
j ji i k k
j i i j j k k
i i i i i i i
u e
e u
x x x H
u eu e u e
e e u e u e u
x x x x x x H
  
   
    
     
      
       
 
注意正交性质，当 i j 时， 0 0 0i je e  ，则上式减项成 
0 0 00 0 0 0 0
2
j j j ji i i k i k
ij i j k i j k
j j j j j j i i i i i i
e u e eu e e e e e
u u u u u u
H x H x x x H x H x x x

         
            
             
 
用式（2.106）与式（2.107）代入，得 
0
0 0 0 0
0
0 0 0
2
j j j ji i
ij i j j i k k j
j j j i i i i k k k k
j j i i i
i k j j i
i i i k k j j j j
H H H Hu e
u e u e e u e
H x H H x H x H x H H
u e H H H
u e e u e
H x H H x H x H x

         
              
           
      
                
0 i
k i
k k
H
u e
H x
  
   
   
 
于是最终有 
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                 2
j j ji i i
ij
j j i i j i i i j j
u u Hu u H
H x H x H H x H H x

  
   
   
     (2.122) 
3.流体中的正应力和切应力 
由式（2.47），对于不可压缩流体的应力通式是 
2
2
3
ij ij ij ijp U          
当 i j 时是正应力，而 1ii  ，则 
2
2
3
ii iip U        
当 i j 时是切应力，此时 0ij  ，即 
2ij ij   
使用式（2.121）得正应力是 
      
1 2
2
3
ji i k i
ii
i i i j j i k k
uu H u H
p U
H x H H x H H x
  
   
            
     (2.123) 
由式（2.122）得切应力是 
      
j j ji i i
ij
j j i i j i i i j j
u u Hu u H
H x H x H H x H H x
 
   
         
      (2.124) 
10.表面力 sf  
式（2.44）表明，力 sf 是表面应力 的散度，于是有 
0 0 0 0 0 0 0 0 0
00
0 0 0 0 0
( )
( ) (
s i j k i i ii j i ji k i ki
i i j j k k
ji
i j k i j k ii i k
i i j j k k j k k i
f e e e e e e e e e
H x H x H x
ee
e e e e H H e H H
H x H x H x H H H H
   

   
              
   
        
0
0
0 0 0
0 0 0
0
) ( )
1
( ) ( ) ( )
1
( ) ( ) ( )
k
i ji i i j ki
i j
i j k ii i k i ji i i j ki
i j k i j k
i j k ii i k i ji i i j ki
i j k i j k
i
j k ii
e
e H H
H H
e H H e H H e H H
H H H x x x
e H H e H H e H H
H H H x x x
e
H H
 
  
  

 
  
  
   
   
    
   
  
  
 0 0
0
1
( ) ( ) ( )
i i
k i ji i j ki
i j k
i j k ii k i ji i j ki
i j k i j k
e e
H H H H
x x x
e H H H H H H
H H H x x x
 
  
 
  
   
    
   
     
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0 0 0 0ji i k
k j k ii j j k ii j k i ji k i j ki
k k j j i i i i
HH H H
e H H e H H e H H e H H
H x H x H x H x
   
   
   
    
 
于是得到 sf 的简缩形式为 
0
0 0
1
( ) ( ) ( )s i j k ii k i ji i j ki
i j k i j k
j i k i
j k ji ii k j ki ii
i j i k
f e H H H H H H
H H H x x x
H H H H
e H e H
x x x x
  
   
    
    
     
      
            
   (2.125) 
按照求和约定，上式 i，j，k依次轮换取值 1，2，3，则得 
0
1 2 3 11 3 1 21 1 2 31
1 2 3 1 2 3
32 1 10 0
2 3 21 11 3 2 31 11
1 2 1 3
0
2 3 1 22 1 2 32 2 3 12
2 3 1 2 3 1
1
( ) ( ) ( )
1
( ) ( ) ( )
sf e H H H H H H
H H H x x x
HH H H
e H e H
x x x x
e H H H H H H
H H H x x x
  
   
  
    
     
    
      
     
       
   
 
  
3 2 1 20 0
3 1 32 22 1 3 12 22
2 3 2 1
0
3 1 2 33 2 3 13 3 1 23
3 1 2 3 1 2
31 20 0
1 2 13 33 2 1 23
3 1
1
( ) ( ) ( )
H H H H
e H e H
x x x x
e H H H H H H
H H H x x x
HH H
e H e H
x x x
   
  
  
 
  
  
       
      
       
    
    
    
  
  
   
3
33
3 2
H
x

  
  
  
 
上式右方第一个大括号项是取 1i  ， 2j  ， 3k  ；第二个大括号项是取 2i  ， 3j  ， 1k  ；第
三个大括号项是取 3i  ， 1j  ， 2k  。再将上式按方向整理归项，就得以三个坐标分量表示的 sf ，
即 
0
1
2 3 11 3 1 21 1 2 31
1 2 3 1 2 3
31 2 1
3 12 22 2 13 33
2 1 3 1
0
2
2 3 12 3 1 22 1 2 32
1 2 3 1 2 3
32
1 23 33
3
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
s
e
f H H H H H H
H H H x x x
HH H H
H H
x x x x
e
H H H H H H
H H H x x x
HH
H
x x
  
   
  
 
   
   
  
     
     
       
   
  
  


 
2 1
3 21 11
2 1 2
0
3
2 3 13 3 1 23 1 2 33
1 2 3 1 2 3
3 31 2
2 31 11 1 32 22
1 3 2 3
( ) ( ) ( )
H H
H
x x
e
H H H H H H
H H H x x x
H HH H
H H
x x x x
 
  
   
    
     
     
   
  
  
     
      
       
   (2.126a) 
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将上式写成简缩的形式，则有 
0
( ) ( ) ( )is j k ii k i ji i j ki
i j k i j k
ji i k
k ij jj j ik kk
j i k i
e
f H H H H H H
H H H x x x
HH H H
H H
x x x x
  
   
   
   
  
     
              
   (2.126b) 
式（2.126b）按求和约定，i，j，k依次轮流取值 1，2，3，并且 i j k  。 
 
2.13.6  正交曲线坐标系中的流体力学方程 
前面已经得出流体力学微分方程的组成元素，包括某些物理参数的导数和一些描述流场的微分算
子在正交曲线坐标系中的表达形式。将它们分别对应地代入连续性方程（2.42a）、运动方程（2.43）和
能量方程（2.63）中，就能得到曲线坐标系中的流体力学方程。 
1.连续性方程——质量守恒方程 
由式（2.42a） 
( ) 0U
t



 

 
在式（2.113b）中，取矢量V U ，就有 
1
( ) 0j k i
i j k i
H H u
t H H H x
   
  
  
     (2.127a) 
式（2.127a）按求和约定，i，j，k依次轮换取值 1，2，3并且 i j k  。 
对于不可压缩流， const  ，则有 
                    ( ) 0j k i
i
H H u
x



         (2.127b) 
2.运动方程——动量守恒方程 
由式（2.43）与式（2.44），即 
b s
dU
f f
dt
    
上式之左方是流体的惯性力，右方是作用于流体上的彻体力和表面力。上式亦可改写成 
b
U
U U f
t
  

    

 
将式（2.120a）代入上式值左方，式（2.126b）代入上式之右方，并将 bf 写成 0i bie f 的形式，于是就有 
1
( ) ( ) ( )
j ji i i i i k k
i j k
i j j j i i i k k k i i
bi j k ii k i ji i j ki
i j k i j k
ji i k
k ij jj j ik kk
j i k
u Hu u H u H u H
U u u u
t H H x H H x H H x H H x
f H H H H H H
H H H x x x
HH H H
H H
x x x x

  
   
       
                   
   
   
  
   
         i
 
 
 
  (2.128) 
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式（2.128）中，表面正应力用式（2.123）代入，表面力用式（2.124）代入。按照求和约定，式中 i，j，
k依次轮流取值 1，2，3，并且 i j k  。 
3.能量守恒方程 
由式（2.63），能量方程是 
( )
( ) ( )V V H
c T
U c T p U K T
t
 

       

 
用式（2.118）代入左方第二项，用式（2.113b）代入右方第一项，再用式（2.113b）与式（2.108b）代
入右方第二项，就得 
( ) 1
( ) ( )V i V j k i j k H
i i i j k i i j k i i i
c T u p T
c T H H u H H K
t H x H H H x H H H x H x
 
      
      
     
 (2.129a) 
对于稳定状态的不可压缩流体，用式（2.127b）代入，就有 
1
( )i V j k H
i i i j k i i i
u T
c T H H K
H x H H H x H x
   
   
   
    (2.129b) 
式中 Vc 是体积比热容，它与质量比热容 Vc的关系是 V Vc c  。方程（2.129a）、（2.129b）都服从求和约
定。 
 
2.13.7  曲线坐标与常用坐标系的转换 
曲线坐标系与常用坐标系之间的转换，主要取决于 Lame系数。式（2.102a）给出坐标弧长和坐标
值的关系是 i i idL H dx 。在常用坐标系中，坐标弧长和坐标值之间的关系常常是知道的，因而不难确
定 Lame系数。 
1.直角坐标系 
其坐标是 
1 2 3, ,x x x y x z    
直角坐标系的坐标轴都是直线，所以坐标弧长等于坐标值，即 
1 1 2 2 3 3, ,dL dx dx dL dx dy dL dx dz       
由此可知 
1 2 31, 1, 1H H H     
2.圆柱坐标系 
圆柱坐标系由圆柱半径、轴线和圆柱的断面圆周组成。所以它只有一根曲线轴。其坐标几何如图
2-6所示。 
1 2 3, ,x r x x z     
坐标弧长是 
1 1 2 2 3 3, ,dL dx dr dL rdx rd dL dx dz       
故其 Lame系数为 
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1 2 31, ,H H r H z    
3.圆球坐标系 
圆球坐标系由圆球半径，圆球表面的经线、纬线所组成，它有两根坐标轴是曲线，即经线、纬线。
如图 2-7所示，坐标值是 
1 2 3, ,x r x x     
坐标弧长为 
1 1 2 2 3 3, , sin sindL dx dr dL rdx rd dL r dx r d          
可见圆球坐标系的 Lame系数是 
1 2 31, , sinH H r H r      
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第三章  Dirac函数和铁磁流体连续性问题 
3.1概述 
铁磁流体基本上是一种流态物质，所以自然使用流体力学的方程来分析它的运动规律。但是，在
使用流体力学方程时，首先遇到的一个问题，就是铁磁流体不是连续的介质。因为在铁磁流体中任何
一点处，只可能存在一个相，不可能有两相并存于一点的现象。所以无论是两相合在一起，或是将两
相拆开，都是不连续的介质。将不连续的介质转化成“连续的”，就是用平均的办法处理。将两相混合
在一起的作法是混合物的物理性质取两相的平均值，将两相分开的做法是每一相的物理性质都在两相
的空间中取平均。在两相流的流场中，取一点 P 的邻域，这个邻域的尺寸远大于固相微粒的直径和微
粒之间的距离，这样，邻域中包含了足够的固相微粒，从而使其物理性质的平均值具有比较光滑的连
续性。但邻域与流场的特征尺寸相比又很微小，以致其中的平均值又能代表一点处（即点 P）的状态。
于是两相流，无论是混合流还是分相流，以连续性为基础的流体力学方程都适用。取平均值的数学工
具就是 Dirac函数，即 函数。 函数法是一种数学处理方法，但其过程与物理概念互相结合，它的基
本思维和通常的微元控制体方法有类似之处。 
 
3.2   函数的定义和性质① 
3.2.1   函数的定义 
设 ( )f x 是在点 x的邻域 ,a b 上连续的任一函数，则 函数的定义式 
0, ,
1
( 0),
2
( ) ( ) 1
( 0),
2
1
[ ( 0) ( 0)],
2
b
a
x a x b
f x x a
f x d
f x x b
f x f x a x b
   
 

  


  
 


    

       (3.1) 
若 ( ) constf x  ，则式（3.1）左方之 ( )f  可提到积分号之外，则有 
1
( ) ( ) [ ( 0) ( 0)]
2
b
a
f x x d f x f x        
从而 
( ) 1
b
a
x d                                (3.2) 
在三维问题中，空间邻域 V包围点 ( , , )P x y z ，对于域 V内任一连续函数 ( , , ; )f x y z t ， 函数应当满
足 
( , , ; ) ( , , )
1
[ ( 0, 0, 0; ) ( 0, 0, 0; )]
2
V
f t x y z d d d
f x y z t f x y z t
            
      

    (3.3) 
式中 ，，是在邻域 V中另一点 P的坐标值，即 ( , , )P    。图 3-1表示出参照坐标系的原点O指
向点 ( , , )P x y z 的矢径是 r，而由点 ( , , )P x y z 指向点 ( , , )P    的矢径是 R，于是由参照系原点 O指向点
                                                      
①
 本节内容主要取自参考文献[1] 
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( , , )P    的矢径 R为 
R r R           (3.4) 
式（3.4）中，R、r、R都是三维空间的矢量，若三维矢性函数 ( )f r 在空间域 V内是连续的，则式（3.3）
可写成 
   ( , ) ( ) ( , )
V
f R t R r dV f r t           (3.5a) 
若函数 ( , )f r t 对坐标是常矢，则式（3.5a）给出 
( ) 1
V
R r dV             (3.5b) 
 
图 3-1  点 P的空间邻域 V 
3.2.2   函数的某些性质 
1.  x 是脉冲函数 
   
   
0 0
0
x x
x x


  

  
        (3.6a) 
2.  x 是偶函数 
   x x            (3.6b) 
3.其它 
         
1
ax x
a
                            (3.6c) 
          
1
0 0
2
f x x a f a f a x a                    (3.6d) 
    0 0x x x x                           (3.6e) 
3.3铁磁流体所含成分的体积分数和质量分数  
3.3.1  体积分数  
设在铁磁流体中，任取一体积 V，在 V内含有以微粒形式存在的固相体积 pV 和液相基础载体的体
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积
cV 。两者混合在一起呈胶体形态，它们彼此独立，没有化学反应，也不互相溶解。因此有 
p cV V V           (3.7a) 
两边微分之 
p cdV dV dV              (3.7b) 
定义体积分数为 
( , ) , ( , )
p c
p c
dV dV
r t r t
dV dV
            (3.8) 
式中，下标 p和 c分别表示固相和液相。只有在稳定并且均匀状态下， p 和 c 才是常数。 
将式（3.7b）代入式（3.5b）中，而后使用式（3.8），就有 
  
( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , ) 1
p c
p c
V V V
p c
V V
R r dV R r dV R r dV
R r R t dV R r R t dV
  
   
     
   
  
 
    (3.9) 
于是在体积 V内 p 和 c 的平均值为： 
  
( , ) ( ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( ) ( , )
p
c
p p p
V V
c c c
V V
r t R r dV R r R t dV
r t R r dV R r R t dV
   
   
   


    

 
 
    (3.10) 
由式（3.9）与式（3.5b）显然可见， p 和 c 的平均值之和等于 1，即 
  ( , ) ( , ) 1p cr t r t           (3.11) 
设以 ( , )f r t 表示铁磁流体的某种物理量，并且 ( , )f r t 是以单位体积计量的，则必定存在关系 
  ( , ) ( , ) ( , )NP p NC cf r t dV f r t dV f r t dV         (3.12) 
式中 ( , )NPf r t 是固相物质的体积物理量， ( , )NCf r t 是液相物质的体积物理量。将式（3.12）两边同乘以
( )R r  而后在体积 V内积分 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
NP p NC c
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV            (3.13) 
将式（3.8）用于式（3.13）的右方，就有 
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )p NP c NC
V V V
f R t R r dV R t f R t R r dV R t f R t R r dV            (3.14) 
由式（3.13）和式（3.14）相比较，可见 
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( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
p
c
NP p p NP
V V
NC c c NC
V V
f R t R r dV R t f R t R r dV
f R t R r dV R t f R t R r dV
  
  
  


   

 
 
     (3.15) 
式（3.15）两式之左方表示物理量 NPf 和 NCf 在体积 V内的总量，右方则分别表示将 NPf 和 NCf “稀化”
或“均摊”于整个体积 V之中，这就是所谓的平均值的意思。按平均值的定义式（3.5a），则式（3.14）
给出 
   ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p NP c NCf r t r t f r t r t f r t         (3.16) 
定义固相 p和液相 c的体积分物理量 ( , )pf r t 和 ( , )cf r t 为 
  
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
p p NP p NP
V
c c NC c NC
V
f r t r t f r t R t f R t R r dV
f r t r t f r t R t f R t R r dV
  
  
  


   


        (3.17) 
代入式（3.16），就有 
   ( , ) ( , ) ( , )p cf r t f r t f r t            (3.18) 
式（3.18）两边各项都是独自充满相同体积 V的物理量。 
 
3.3.2  质量分数  
有些物理量，如动能、动量等，直接和质量相关联，尤其对于可压缩流体，其体积是可以变化的，
但其质量不因体积变化而改变。在这类场合下使用质量分数往往更为方便。设在铁磁流体混合物的质
量 dm内包含成分 p和成分 c的质量为 pdm 和 cdm ，即 
     p cdm dm dm          (3.19) 
定义质量分数记号为 
   ( , ) , ( , )
p c
p c
dm dm
r t r t
dm dm
         (3.20) 
设 ( , )f r t 是以单位质量计量的物理量，则在质量 dm内的所含的物理量是 ( , )f r t dm ，对于混合物
而言，必定存在 
  ( , ) ( , ) ( , )NP p NC cf r t dm f r t dm f r t dm          (3.21) 
式中  ,NPf r t 和 ( , )NCf r t 分别属于组成成分 p和 c，并且 ( , )NPf r t 和 ( , )NCf r t 也都是以单位质量计量的。 
质量和体积的关系是 dm dV ， 是密度。于是式（3.21）可以写成 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )NP NP p NC NC cf r t r t dV f r t r t dV f r t r t dV          (3.22) 
上式中， ( , )NP r t 和 ( , )NC r t 是组成成分 p 和 c 的真密度，即材料密度。若将式（3.22）在任一体积 V
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内取平均，则两边通乘以 ( )R r  ，然后在体积 V内积分，即 
 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
p
c
NP NP p
V V
NC NC c
V
R t f R t R r dV R t f R t R r dV
R t f R t R r dV
   
 
    
 
 

   (3.23a) 
或写成 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( )
NP p NP
V V
NC c NC
V
R t f R t R r dV R t R t f R t R r dV
R t R t f R t R r dV
    
  
    
 
 

    (3.23b) 
定义在矢径端点  , ,x y z 的邻域 V内的以单位质量计量的物理量之平均值： 
 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
                                          ( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) (
p
p NP NP NP NP p
V
NP p NP
V
c NC NC NC
r t r t f r t R t f R t R r dV
R t R t f R t R r dV
r t r t f r t R
   
  
  
   
 
 


, ) ( , ) ( )
                                          ( , ) ( , ) ( , ) ( )
c
NC c
V
NC c NC
V
t f R t R r dV
R t R t f R t R r dV

  





   

 



    (3.24) 
若式（3.17）和式（3.24）所表示的物理量是同一的，则以单位体积计量和以单位质量计量的平均
值之间的关系为 
 ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )NP NP NP NC NC NCf r t r t f r t f r t r t f r t        (3.25a) 
当然也有 
     ( , ) ( , ) ( , )f r t r t f r t          (3.25b) 
此即两种平均值之间的关联系数是密度。 
 
3.4  铁磁流体的密度 
3.4.1  铁磁流体的密度和分密度 
密度关联体积和质量，它本身是以单位体积计量的物理量。在式（3.16）中，取矢径 r端点 ( , , )x y z
的邻域 V内的平均值 ( , ) ( , )ff r t r t ， ( , ) ( , )NP NPf r t r t ， ( , ) ( , )NC NCf r t r t ，则有 
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p NP c NCr t r t r t r t r t            (3.26) 
式中， ( , )f r t 是铁磁流体的密度。对于现有的绝大多数铁磁流体而言，其成分的 NP 和 NC 均是常数。
但这不说明铁磁流体的密度 f 也是常数，它还取决于两相的体积分数。只有在稳定的、均匀的状况下，
f 才是常数。式（3.17）所定义的体积分物理量 ( , )pf r t 和 ( , )cf r t 在此就是 ( , )p r t 和 ( , )c r t ，即 
  ( , ) ( , ) , ( , ) ( , )p p NP c c NCr t r t r t r t            (3.27a) 
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( , )p r t 和 ( , )c r t 分别称为固相的分密度和液相的分密度。式（3.26）可以写成铁磁流体在邻域 V内的
密度平均值等于其成分的分密度之和，即 
   ( , ) ( , ) ( , )f p cr t r t r t           (3.27b) 
 
3.4.2  体积分数和质量分数的关系 
分密度乃是铁磁流体的某一种成分在邻域 V内的质量“充满”体积 V时的平均密度，即 
 
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
p f p
p f p
f
fc c
c f c
f
m m m
r t r t r t
V V m
mm m
r t r t r t
V V m
  
  

   


  


      (3.28) 
由式（3.27a）和式（3.28）得 
 ( , ) ( , ), ( , ) ( , )
( , ) ( , )
NP NC
p p c c
f f
r t r t r t r t
r t r t
 
   
 
         (3.29) 
相加 
1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
p c p NP c NC
f
r t r t r t r t
r t
     

      
使用式（3.26）立即就得 
( , ) ( , ) 1p cr t r t           (3.30) 
联立（3.29）的两式，解出 
  
( , )
( , )
( , ) [1 ( , )]
p
p
NC
p p
NP
r t
r t
r t r t



 


 
      (3.31a) 
  
( , )
( , )
( , ) [1 ( , )]
p
p
NP
p p
NC
r t
r t
r t r t



 


 
      (3.31b) 
 
3.4.3  用 ( , )p r t 和 ( , )p r t 计算铁磁流体的密度 ( , )f r t  
以 ( , ) 1 ( , )c pr t r t   代入式（3.26）即有 
  ( , ) ( , ) [1 ( , )]f p NP p NCr t r t r t               (3.32a) 
用式（3.31b）代入式（3.29）的第一式之右方，就得 
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  ( , )
( , ) [1 ( , )]
NP
f
NP
p p
NC
r t
r t r t



 


 
       (3.32b) 
 
3.5  平均值的导数和导数的平均值 
3.5.1  平均值对时间的导数 
设一代表物理量的矢性函数 ( , ) ( , , ; )f r t f x y z t ，其中 ( , , )x y z 是矢径 r的端点坐标。邻域 V的体积
元 dV dxdydz ，则在点 ( , , )x y z 的邻域 V内 ( , )f r t 的平均值是 
   ( , ) ( , ) ( ) , , ; , ,
V V
f r t f R t R r dV f t x y z d d d                  
将上式两边对时间取导数 
( , ) ( , , ; ) ( , , )
( , , ; ) ( , , )
( )
( , , ; ) ( , , )
( )
V
V
V
d d
f r t f t x y z d d d
dt dt
d
d d d f t x y z
dt
d d d d
f t x y z d d d
d d d dt
         
         
  
         
  
    
     
  



    (A) 
式（A）右方第一个积分内 
( , , ; ) ( , , )
( , , ; ) ( , , ) ( , , ; ) ( , , )
( , , ; ) ( , , ) ( , , ; ) ( , , )
( , , ; ) (
d
f t x y z
dt
d
f t x y z f t x y z
t dt
d d
f t x y z f t x y z
dt dt
f t
t
      

             

 
             
 
    
     
 
              
 
              


, , ) ( , , ; ) ( , , )
d d d
x y z f t x y z
dt dt dt
  
        
  
   
                
 
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )Rf R t R r U R t f R t R r
t
 

         
      (B) 
上式中， 
( , , ; ) ( , ), ( , , ; ) ( , ), ( , , ; ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ), R
d d d
u t u R t v t v R t w t w R t
dt dt dt
U R t iu R t jv R t kw R t i j r
  
        
  
     
  
      
  
 
式（A）右方第二个积分内 
( )
( , , ; ) ( , , ; ) ( , , ; )
( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )R
d d d d d d d d d d d d d
u t v t w t
d d d dt d dt d dt d dt d d d
u R t v R t w R t U R t
     
        
        
  
      
  
    
  
 (C) 
将式（B）和式（C）分别代入式（A）右方的两个积分中，就得 
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( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , )
R
V
R
V
d
f r t f R t R r U R t f R t R r d d d
dt t
f R t R r U R t d d d
    
   
          
    


 
相关项合并以后得 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )R
V V
d
f r t f R t R r dV U R t f R t R r dV
dt t
 

            
  (3.33a) 
使用散度定理于上式右方第二个积分，就有 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
V S
d
f r t f R t R r dV dS U R t f R t R r
dt t
 

           
     (3.33b) 
式中 S是包围邻域 V的面积。 
在铁磁流体中，包含固相和液相两种成分，式（3.13）给出： 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
NP p NC c
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV          
两边对时间 t取导数，参照式（3.33a），得到 
 
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( )
p p
R
V V
NP p R p NP p
V V
NC
d
f r t f R t R r dV U R t f R t R r dV
dt t
f R t R r dV U R t f R t R r dV
t
f R t R r
t
 
 


            

           

 
 
 
( , ) ( , ) ( )
c c
c R c NC c
V V
dV U R t f R t R r dV        
  (3.34a) 
或参照式（3.33b）得使用散度定理后的形式 
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( )
p p
c
V S
NP p p p NP
V S
NC c c
V
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV dS
t
 
 


          

          

   
 
 
 ( , ) ( , ) ( )
c
c NC
S
U R t f R t R r   
    (3.34b) 
在铁磁流体中，固相以微粒形式弥散分布于基载液体中，所以在体积 V内两相的表面积是 
0 1 0 1,p p p c c c
N N
S S S S S S             (3.35a) 
式中 0pS 和 0cS 是体积 V外表面上的固相和液相的面积， 1pS 是单个微粒的表面积， 1cS 是基载液体与单
个固相微粒的交接面积，显然在数值上 1 1p cS S ，N是体积 V中包含的固相微粒数目，由式（3.35a）
取微元面矢： 
0 1 0 1,p p p c c c
N N
dS dS dS dS dS dS          (3.35b) 
若跨过固相微粒与基载液的接界面取一微元体，底面积为 1pdS ，顶面积为 1cdS ，高度为 h，且 0h ，
如图 3-2所示。微元面矢 0
1 1 1p p pdS n dS ，
0
1 1 1c c cdS n dS ，由图 3-2可见，单位法向矢 01pn 对界面微元体
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是其底面的内向法线方向，而 01cn 是其顶面的外向法线方向，所以 0 01 1p cn n  ，在数值上 1 1p cdS dS ，从
而 
     
1 1p cdS dS           (3.35c) 
体积 V的全面积 
    0 1 0 1p c p p c c
N N
S S S S S S S               (3.35d) 
矢性面元 
  0 1 0 1 0 0p p c c p c
N N
dS dS dS dS dS dS dS            (3.35e) 
 
图 3-2  固相微粒表面上的跨界面微元体 
 
用式（3.35b）代入式（3.34b）中，就有 
 
0
0 0
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( )
p p
c
V S
NP p p p NP
V S
NC c
V
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV
t
 
 


          

          

  
 
 

0
1
0 0
1 1 1
( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
c
p
c c NC
S
p p NP c NC
S
N
dS U R t f R t R r
dS U R t f R t U R t f R t R r


     
    


  (3.36a) 
在固相微粒与基载液接触的界面上恒有粘附条件，即 
1 1( , ) ( , )p cU R t U R t  
若在界面上同时存在 
1 1
( , ) ( , )
p c
NP NC
S S
f R t f R t  
则式（3.36a）右方之
N
 项等于零，即  
 
0
0 0
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( )
p p
c
V S
NP p p p NP
V S
NC c
V
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV dS U R t f R t R r
t
f R t R r dV
t
 
 


          

          

  
 
 

0
0 0 ( , ) ( , ) ( )
c
c c NC
S
dS U R t f R t R r    
  (3.36b) 
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3.5.2  平均值的散度和散度的平均值 
平均值的散度是 
( , ) ( , ) ( )r r r
V
f r t f R t R r dV      
注意到上式的积分变量是 dV d d d   ，而算子 r 是对 ( , , )x y z 运算。所以 r 可以写入积分号之内，
即 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )r r r
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV                  (3.37) 
由于① 
( ) ( )r RR r R r       
于是式（3.37）可改写成 
( , ) ( ) ( , ) ( )r R
V V
f R t R r dV f R t R r dV          
由矢量恒等式给出 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )R R Rf R t R r f R t R r R r f R t               
 
代入上式之右方就得 
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r R R
V V V
f R t R r dV R r f R t dV f R t R r dV                    (3.38a) 
使用散度定理于上式右方第二个积分，则有 
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r R
V V S
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r                 (3.38b) 
上式左边是平均值 ( , )f r t 的散度，右边第一个积分是其散度的平均值。两者之差别就在右边第二个积
分上，即体积 V表面上的法向通量。 
铁磁流体是两相混合物，由式（3.13）和式（3.14）两边取散度，得 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
r r NP p r NC c
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV                 (3.39a) 
和 
                                                      
①
 r i j k
x y z
  
   
  
， R i j k
  
  
   
  
， ( ) ( , , )R r x y z         ， R r R  ， 
   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ),
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) (
r
R
R
x y z
i j k i j k
x y z x x y y z z
i j k R r
x y z
x y
i j k i j k
x y z
       

    
  

  
      

       

           
       
         
  
     
     
         
      
        
( )
)
( )
( ) ( ) ( )
R
z
i j k R r
x y z


  

  

 


  
    
     
 
故 r R    。 
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( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
r r p NP
V V
r c NC
V
f R t R r dV R t f R t R r dV
R t f R t R r dV
  
 
      
  
 

    (3.39b) 
由式（3.39b）可以从形式上写出 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )r r p NP r c NCf r t r t f r t r t f r t                   (3.39c) 
参照式（3.38b），则式（3.39a）可以写成为 
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
p p
c c
R
V S
R NP p p NP
V S
R NC c c NC
V S
R r f R r dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
 
 
 
      
      
     
 
 
 
 
考虑到式（3.35b）和式（3.35c），则上式可写成 
0
0
0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , )
p p
c
r R
V V S
R NP p p NP
V S
R NC c c NC
V
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f
  
 

          
      
    
  
 

0
1
1
( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
c
p
S
p NP NC
S
N
R t R r
dS f R t f R t R r


 
    


 (3.40a) 
若在两相的界面上存在 
1 1
( , ) ( , )
p c
NP NC
S S
f R t f R t  
则式（3.40a）右方之 N 项等于零，从而有 
0
0
0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , )
p p
c
r R
V V S
R NP p p NP
V S
R NC c c NC
V
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f
  
 

          
      
    
  
 

0
( , ) ( )
cS
R t R r 
 (3.40b) 
 
3.5.3  平均值的旋度与旋度的平均值 
上节平均值的散度，使用的是矢量恒等式 ( )A A A         和散度定理，即
V S
AdV dS A    ，而本节平均值的旋度，将使用恒等式 ( ) ( )A A A        和旋度定理，
即
V S
AdV dS A    。所以上节 3.5.2中的所有公式只需将点乘改为叉乘，即可用于有关旋度的问题。
参照式（3.38a）与式（3.38b），有 
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r R R
V V V
f R t R r dV R r f R t dV f R t R r dV                   (3.41a) 
和 
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( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r R
V V S
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r                 (3.41b) 
以及形式上的关系类似于式（3.39a）~式（3.39c）： 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
r r NP p r NC c
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV               (3.42a) 
            
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
r r p NP
V V
r c NC
V
f R t R r dV R t f R t R r dV
R t f R t R r dV
  
 
      
  
 

    (3.42b) 
和  
   ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )r r p NP r c NCf r t r t f r t r t f r t                 (3.42c) 
参照式（3.40a）就有 
0
0
0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , )
p p
c
r R
V V S
R NP p p NP
V S
R NC c c NC
V
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f
  
 

          
      
    
  
 

0
1
( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
cS
p NP NC
S
N
R t R r
dS f R t f R t R r


 
    


 (3.42d) 
若在两相界面上存在 
1 1
( , ) ( , )
p c
NP NC
S S
f R t f R t  
则有  
0
0
0
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , )
p p
c
r R
V V S
R NP p p NP
V S
R NC c c NC
V
f R t R r dV R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f R t R r
R r f R t dV dS f
  
 

          
      
    
  
 

0
( , ) ( )
cS
R t R r 
 (3.42e) 
 
3.5.4  平均值的梯度和梯度的平均值 
设 ( , )f r t 是数性函数，其平均值之梯度为 
( , ) ( , ) ( )r r
V
f r t f R t R r dV    
r 只对 r运作，和dV没有关系，故 r 可写入积分号之内，即 
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , )
r r
V V
r R
V V
R R
V V
f R t R r dV f R t R r dV
f R t R r dV f R t R r dV
f R t R r dV R r f R t dV
 
 
 
     
      
       
 
 
 
 
由梯度定理给出 
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( , ) ( ) ( , ) ( )R
V S
f R t R r dV f R t R r dS         
于是有 
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )R r
V V S
R r f R t dV f R t R r dV f R t R r dS             (3.43a) 
对于两相流动，则有 
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
p p
c c
r R
V V S
R NP p NP p
V S
R NC c NC c
V S
R r f R t dV R r f R t dV f R t R r dS
R r f R t dV f R t R r dS
R r f R t dV f R t R r dS
  
 
 
       
    
   
  
 
 
 
或写成 
  
0
0
1
0
0
1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )
p p
c c
p
r R NP p NP p
V V S
R NC c NC c
V S
p NP NC
S
N
R r f R t dV R r f R t dV f R t R r dS
R r f R t dV f R t R r dS
dS f R t f R t R r
  
 

       
    
   
  
 

 (3.43b) 
 
3.6  铁磁流体输运通量的平均值 
3.6.1  铁磁流体两相流对流输运通量的平均值 
对流输运的特点是必须存在载体的宏观运动，而物理量之间的交换必须由其载体在流场中的对流
交换来实现。铁磁流体中的载体当然就是固相微粒群和基础液体。 
设 ( , )U r t 是铁磁流体的两相混合物的速度，而其所“携带”的物理量以 ( , )f r t 表示。这里 ( , )f r t 是
以单位体积计量的数性函数。穿过微元面积的输运通量是 
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )NP p p p NC c c cf r t U r t n dS f r t U r t n dS f r t U r t n dS        (3.44) 
式中 0n ， 0
pn ，
0
cn 分别是微元面积 dS， pdS ， cdS 的法向单位矢量，而 S， pS ， cS 分别是包围邻域 V，
pV ， cV 的面积，并且 p cV V V  。将式（3.44）两边在 S上取平均值，则有 
0 0
0
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , )
p
c
NP p p p
S S
NC c c c
S
R r f R t U R t n dS R r f R t U R t n dS
R r f R t U R t n dS
 

     
 
 

   (3.45) 
上式两边使用散度定理，得 
  
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , )
p
c
R R NP p p
V V
R NC c c
V
R r f R t U R t dV R r f R t U R t dV
R r f R t U R t dV
 

             
    
 

  (3.46) 
先改变式（3.46）右方的第一个积分，使用定义式（3.8）和矢量恒等式 ( )A A A         ，就有 
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( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
p
R NP p p p R NP p
V V
R p NP p NP p R p
V V
R r f R t U R t dV R t R r f R t U R t dV
R r R t f R t U R t dV R r f R t U R t R t dV
  
   
             
       
 
 
 
式（3.46）右方的第二个积分亦仿照上式改变，并且注意到 ( , ) ( , )c pr t r t    ，于是式（3.46）成为
下面的形式： 
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
R R p NP p
V V
R c NC c
V
NP p NC c
R r f R t U R t dV R r R t f R t U R t dV
R r R t f R t U R t dV
R r f R t U R t f R t U R t
  
 

             
     
 
 

( , )R p
V
R t dV  
   (3.47a) 
再使用散度定理，则上式成为 
0 0
0
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
p NP p
S S
c NC c
S
NP p NC c R
R t f R t U R t n dS R r R t f R t U R t n dS
R t R t f R t U R t n dS
R t f R t U R t f R t U R t
  
 

     
  
    
 

( , )p
V
R t dV
   (3.47b) 
将式（3.16）两边的函数均取为数性函数，而后代入式（3.47b）的等号左边，以取代掉 ( , )f R t 。此时
若存在 
   ( , ) ( , ) ( , )p cU r t U r t U r t                        (3.48a) 
则立即可见 
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0NP NC R p
V
R r f R t f R t U R t R t dV        
上面积分为零有三种可能：一是 ( , ) ( , )NP NCf r t f r t ，但这是纯一的单相流而不是铁磁流体的两相
流。二是 ( , ) 0U r t  这是静止不流动的状况，当然谈不上对流输运的问题。最后只能是 
                   ( , ) 0p r t                              (3.48b) 
将式（3.48b）代入（3.47b）中，然后将其剩余部分与式（3.45）比较，即可看到 
              ( ) , ( )p p c cdS t dS dS t dS         (3.48c) 
综观本节所述，可以归纳出几个概念：①式（3.47b）表示两相混合物对流输运通量的平均值，并
不等于各自对流输运通量的平均值之和，其中的差别在于因成分分布不均匀而导致的内部对流输运。
②式（3.48a）表示铁磁流体在流动中两相之间没有速度滞后，如果没有很大的外磁场梯度存在，铁磁
流体两相之间的速度滞后很小可略。在此情况下，式（3.48b）表示无速度滞后，铁磁流体才能保持均
匀性。③式（3.48c）表示在均匀铁磁流体的任一剖面上，两相各占的面积分数就等于其体积分数。 
 
3.6.2  铁磁流体两相流传导输运通量的平均值 
传导输运与对流输运不同，它不需要载体的宏观运动，实际上它是一种微观的分子运动所导致的
交换过程。分子运动中的动量交换、动能交换和质量交换，就是传导输运的三种基本形式。说是交换
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过程，就因其实际过程是双向的。而传导输运的定理与其数学表达式，只是指净效应而言，所以似乎
是单向过程。 
1.动量传递 
在有速度梯度的层流流动中，低速层的分子与高速层的分子因碰撞而引起的动量交换，阻滞高速
层而推动低速层，这表示流层间有力的作用，这种力即粘性应力。牛顿粘性定律给出粘性应力的数学
关系式为 
ji
ij
i i
uu
x x
 
 
  
  
 
式中 ij 是表面粘性应力，它是一种二阶张量。 ij 与速度梯度成正比，比例系数就是粘性系数。 
2.能量传递 
分子间的动能交换就是热传导的过程。它遵守 Fourier导热定律，即 
H Hq K T    
式中 HK 称为导热系数，它是物质的一种属性。 
3.质量传递 
分子本身的掺和就是质量传递的过程。Fick定律指出质量传递的流量和密度的梯度成正比，即 
mq D     
比例系数 D称为扩散系数。 
设以矢性函数 ( , )q r t 表示传导输运的通量。则铁磁流体混合物通过微元面积 dS 的传导输运的通量
是它的固相成分和液相成分各自通过
pdS 和 cd S 的传导通量之和，即 
( , ) ( , ) ( , )NP p NC cq r t dS q r t dS q r t dS           (3.49) 
上式在面积上取平均值，则有 
0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
p c
NP p p NC c c
S S S
R r q R t n dS R r q R t n dS R r q R t n dS              (3.50) 
式（3.50）使用散度定理后，得 
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
p c
R R NP p R NC c
V V V
p R NP c R NC
V V
R r q R t dV R r q R t dV R r q R t dV
R t R r q R t dV R t R r q R t dV
  
   
                     
            
  
 
 
由矢量恒等式 ( )A A A         ，并且注意到 (1 )c p p        ，于是有 
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( ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
R
V
R p NP NP R p
V V
R c NC NC R c
V V
R
R r q R t dV
R r R t q R t dV R r q R t R t dV
R r R t q R t dV R r q R t R t dV

   
   
     
        
        


 
 
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , )
p NP R c NC
V V
NP NC R p
V
R r R t q R t dV R r R t q R t dV
R r q R t q R t R t dV
   
 
            
    
 

  (3.51a) 
若对式（3.51a）再使用散度定理，就有 
0 0
0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , )
p NP
S S
c NC
S
NP NC R p
V
R r q R t n dS R r R t q R t n dS
R r R t q R t n dS
R r q R t q R t R t dV
  
 
 
     
  
    
 


  (3.51b) 
式（3.51a）与式（3.51b）均表示铁磁流体混合物的传导输运通量平均值并不等于其两种成分的传导输
运通量的平均值之和，差别就在因为成分不均匀而引起的内部传导的失衡。 
若铁磁流体是均匀的，即 0p  ，内部传导为零。由式（3.15b）余部与式（3.50）比较，同样得
出 ( )p pdS t dS ， ( )c cdS t dS 。 
 
3.6.3  铁磁流体输运通量平均值的形式表达 
无论是对流输运还是传导输运，它们的通量都是指穿过面积的量，所以，①通量均沿面积的法线
方向；②它们的平均值是在曲面上的。式（3.47b）与式（3.51b）可以按照平均值的概念，形式上写成
下面的式子。 
1.对流输运通量的平均值 
由式（3.47b）得 
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
p NP p c NC c
NP p NC c p
f r t U r t n r t f U r t n r t f r t U r t n
f r t U r t f r t U r t r t
 

     
   
   (3.52) 
对于均匀铁磁流体，取 ( , ) ( , ) ( , )p cU r t U r t U r t  和 ( , ) 0p r t  ，就得到与式（3.16）相同的结果。 
2.传导输运通量的平均值 
由式（3.51b）得 
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )] ( , )p NP c NC NP NC pq r t n r t q r t n r t q r t n q r t q r t r t           (3.53a) 
对于均匀铁磁流体，取 ( , ) 0p r t  ，就有 
         ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )p NP c NCq r t t q r t t q r t           (3.53b) 
这就是式（3.16）中的 f 换为 q的结果。式（3.53b）亦可改写成分通量形式，即 
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )p c p p NP c c NCq r t q r t q r t q r t r t q r t q r t r t q r t      (3.53c) 
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3.6.4  铁磁流体粘性系数的平均值 
将式（3.53a）中的函数 q具体化为铁磁流体及其成分的表面应力张量 ，则有 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( , )( ) ( , )( ) ( ) ( ) ( , )i ij j p i ij j p c i ij j i ij p ij c ij pe e n r t e e n r t e e n e e r t                    (3.54a)              
用 ji
ij
j i
uu
x x
 
 
     
代入上式得， 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0
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( , ) ,
( , )
j ji i
i j p i p j
j i j i
ji
c i c j
j i
i
i p
j
u uu u
e r t e n r t e r t e n
x x x x
uu
r t e r t e n
x x
u
e r t
x
  
 

        
                          
  
         



0( , ) ( , )
j ji
c j p
i j ip c
u uu
r t e r t
x x x
 
     
                
 (3.54b) 
若 铁 磁 流 体 的 流 动 是 稳 定 的 ， 并 且 保 持 成 分 均 匀 ， 则 必 有 ( , ) 0p r t  ， 以 及
( ) ( )i j j i i j j i p i j j i cu x u x u x u x u x u x                 ，于是式（3.54b）成为 
      (1 )p p c c p p p c                               (3.54c) 
由于铁磁流体的均匀性质，上式中 p 、 c 和 p 均为常数。 
在铁磁流体中，以微粒状分散存在的固相物质，虽然其体积分数一般不及 10%，但对整体粘度影
十分巨大。实测结果表明，尽管铁磁流体的体积 90%是基载液体，但铁磁流体的粘性系数是其基载液
的数倍到十几倍。原因是基载液带动固相微粒运动的粘性力和粘性力矩所折算出来的粘性系数远大于
基载液自身的粘性系数。 
设流动是单纯的一维剪切流（Couett流）如图 3-3所示。 
 
图 3-3  固相微粒在基载液中的运动 
 
图（a）是纯剪切流动中的一个液体微团。如果铁磁流体的两相没有任何运动上的滞后，则固相微
粒具有和流体微团相同的速度分布。如图（b）所示，对于一个刚体圆球来说，这样的线性速度分布模
式，就是整个圆球绕瞬心点 P作纯滚运动。其绕瞬心点 P的转动角速度是 
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2
p c
p p
u u u
y d r
 

   

                          (A) 
式中
c 是基载液的涡旋角速度。于是固相微粒表面上的粘性应力 p 是 
                       
p p p p
u
y
   

   

          (B) 
对于图（b）的绕点 P的纯滚运动可以分解为如图（c）的以速度 2u 的平移运动和如图（d）的以角速
度 p 绕球心 O的旋转运动。 
以速度 2u 平移的阻力，由式（2.89c）给出为 
             26 6
2
u c p c p p
u
F r r  
 
      
 
        (C) 
平移阻力的合力 uF 之作用点在球心 O，故它对瞬心 P的力矩 uL 是 
                2( 6 )u p u c p p pL r F r r             (D) 
绕球心 O旋转运动的粘性阻力矩 L由式（2.92a）给出为 
                3 28 ( 8 )c p p c p p pL r r r                     (E) 
因为 L实际上是一个力偶，其矢量为自由矢，将它从 O移到 P，并不改变球形微粒的运动状态。于是
绕瞬心 P的总力矩是 
            2( 14 )u c p p pL L L r w r               (F) 
式（F）右方括号中相当于作用在球心 O的合力，它是由表面应力合成而来的。将它除以圆球的表面积
24 pr ，就得固相微粒表面上的平均粘性应力 p ，即 
             
2
2
14
3.5
4
c p p
p c p
p
r
r
 
  

   

       (3.55a) 
由上式可见，推动固相微粒以等同于基载液的速度旋转，其所需的表面应力是基载液体的 3.5倍。将上
式和式（B）相比较，立即可知 
               3.5p c           (3.55b) 
将此式代入式（3.54c），就得铁磁流体混合物的粘性系数为 
                1 2.5 p c             (3.55c) 
式（3.55c）就是 Einstein 公式。在实际应用中，这个公式的误差较大。其中一个重要原因是，所采用
的圆球阻力和阻力矩计算式均建立在固相体积分量很小，即稀疏相的假设之上。有鉴于此，Rosensweig
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作了修正，即设定铁磁流体的粘性系数与基载液的粘性系数 c 成二次项的倒数关系，即 
                   
21
c
p pa b


 

 
         (G) 
用两种极端状况决定常数 a和 b： 
①稀疏相： 
此时 1p  ，故 2p 是可略的二阶小量，从而有 
(1 )p ca     
与式（3.55c）相比较，就有 2.5a   。 
②刚性堆砌 
随固相微粒体积分数 p 不断地增加，铁磁流体的流动性越来越差。最后，固相不能流动，而基载
液体成为滤流。不能流动而聚在一起的固相称为刚性堆砌。此时堆积密度最大，孔隙率最小。由于铁
磁流体不能整体流动，就可认为其粘性系数趋于无限大。于是式（G）的分母等于零，即 
21 2.5 0p pb     
Graton和 Fraser计算出圆球体刚性堆砌的体积分数 p 为 0.7405。代入上式得出 1.55b  ，于是修正
后的铁磁流体粘性系数为 
21 2.5 1.55
c
p p


 

 
        (3.56) 
③分散剂的影响 
分散剂是长链分子，其链长 一般不超过固相微粒的平均半径。分散剂一端吸附在固相微粒的表
面，而整个分子链绕其吸附端作空间摆动。这种摆动运动是一种热运动，其热运动能形成一种能垒以
防止固相微粒过分接近而聚集成团。由于分散剂的空间摆动，相当于微粒尺寸增大，即 
 
3 3
3
3
1
4 4
1 1
3 3
p p p
p p
r r V
r r
 

   
            
   
 
若铁磁流体的体积为 V，其中有 N个微粒，则固相的当量体积分数为 
3 3
1
1 1
p
p
p p
NV
V r r
 

   
        
   
 
代入到式（3.56）之分母中，于是 Rosensweig修正公式最终是 
             
3 6
2
1
1 2.5 1 1.55 1
c
p p
p pr r
 
 
 

   
         
   
     (3.57) 
在一般情况下，式（3.57）算出的结果与实测值相差不很大，至少数量级是吻合的。 
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3.6.5  铁磁流体热传导系数
HK 的平均值 
将热传导的 Fourier定律式代入式（3.53a）中以取代 q，就有 
0 0 0 0 0 0
0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
p c
j H j p HP j c HC
j j j
p c
j HP HC p
j j
T TT
e K r t n e r t K r t n e r t K r t n
x x x
T T
e K r t K r t r t
x x
 

      
                      
  
  
   
  (3.58a) 
对于均匀铁磁流体 ( , ) 0p r t  ，在稳定状态下就有 
          
p c
H p HP c HC
j j j
T TT
K K K
x x x
 
 
 
  
        (3.58b) 
式（3.58b）实际上是一种能量守恒的方程，在所有情况下都成立。当然在 j p j c jT x T x T x      时
也是成立的。于是就有 
               (1 )H p HP c HC p HP p HCK K K K K              (3.58c) 
将式（3.58c）代入式（3.58b）中，给出铁磁流体的温度梯度为 
             
(1 )
(1 )
p c
p HP p HC
j j
j p HP p HC
T T
K K
x xT
x K K
 
 
 
 
 

  
       (3.58d) 
 
3.6.6  铁磁流体扩散系数 D的平均值 
铁磁流体两相流的扩散与粘性应力传递和热传导有很大的不同。粘性应力和热的传递是分子或粒
子运动动量和能量的交换。既使在均匀铁磁流体中，只要存在分子或粒子动量和能量的差异，就将发
生粘性应力和热的传递。但扩散是传质问题，没有质量浓度梯度的均匀铁磁流体内，是不可能发生质
量的净传递的。所以，扩散的基本条件是必须存在浓度梯度。 
在铁磁流体中，固相以单个微粒形态分散存在。所以它的质量浓度可用微粒数目的多少来计量。
单位体积的铁磁流体内含有固相微粒的个数称为数密度 n。如果铁磁流体中，各处的数密度 n不一样，
则必然出现由数密度高的地方向数密度低的地方迁移微粒的净效应。这就是一种质量扩散过程。所以
对固相微粒而言，扩散的驱动力是数密度的梯度 n 。但数密度 n和固相分密度 p 是直接相关的。设铁
磁流体的体积 V内含有 N个固相微粒，则数密度 n是 
              
N
n
V
                                   (3.59a) 
两边同乘以单个微粒的质量 1NP pV ，就有 
1
1
p
NP p NP p NP
NV
V n
V
      
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由式（3.27a）知，上式之右方即固相之分密度 p ，故得 
          1NP p pV n            (3.59b) 
所以式（2.23b）用于铁磁流体的固相成分时，密度 应当是与 n相对应的分密度 p ，即 
            
mp p pd p pq U D             (3.60a) 
式中
pdU 是固相扩散流速的平均值。若将式（3.59b）代入式（3.60a），并注意在扩散过程中 NP 和 1pV 是
不变的常量，于是有 
pd pnU D n           (3.60b) 
比较以上的式（3.60a）和式（3.60b）可见分密度确实反映扩散的实际过程。对于铁磁流体的液相
扩散，也是分子迁移的结果，与固相微粒的扩散，机制上没有本质的差异。所以用分密度 c 代入式
（2.23b），有 
         mc c dc c cq U D             (3.60c) 
由式（3.27a）可知分密度 ( , )p r t 和 ( , )c r t 是矢径 r端点  , ,x y z 的邻域内的平均值。所以，对铁磁流
体来说，质量扩散的驱动力是分密度这种平均值的梯度。由于按 p 和 c 扩散的两种成分具有相同的扩
散面积，从而有 
( , ) ( , ) ( , )m mp mcq r t q r t q r t         (3.61a) 
当铁磁流体和另一种液体互相接触而且互相扩散时，此种液体将扩散而进入到铁磁流体的体积 fV
之内，同时也有部分铁磁流体因扩散而离开体积 fV ，这样一来，在 fV 内的铁磁流体的体积便从 fV 减小
到 fV ，从而它的平均密度将从 f 减小为 f ，即 
f
f f f f
f
V
V
   

              (3.61b) 
式中 f f fV V  。随 f 降低为 f ，铁磁流体内固相和液相的分密度也相应地从 p 和 c 降低为 p 和 c 。
即固相体积从 pV 减小到 pV ，液相体积从 cV 减小到 cV ，则两者的分密度成为 
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p f p
p NP NP f p NP
f f f
fc c
c NC NC f c NC
f f f
V V V
V V V
VV V
V V V
     
     
   
    
 

     
 
        (3.61c) 
于是式（3.61a）就成为 
        f p p c cD D D                     (3.62a) 
将式（3.61b）与式（3.61c）分别代入上式之两边 
            f f p NP f p c NC f cD D D                      (3.62b) 
若铁磁流体均匀地扩散，即固相和液相均与铁磁流体按相同比例稀释，则有 
         
p fc
p c f
V VV
V V V
 
            (3.63a) 
上式可拆开写成 
,
p p c c
f f f f
V V V V
V V V V
 
 
 
  
于是有 
        ,p p c c              (3.63b) 
设在扩散相溶之前铁磁流体是均匀的，即 p 和 c 均为常数。将式（3.63b）代入式（3.61c）中，就
得扩散过程中的分密度 p 、 c 与原始的分密度 p 和 c 的关系为 
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
p f p NP f p
c f c NC f c
r t r t r t
r t r t r t
     
     
   

   
      (3.63c) 
将式（3.61b）与式（3.63b）代入式（3.62b），并且记住 p 和 c 是常数，因而 f 也是常数。于是就有 
( , ) ( , ) ( , )f f p p NP f c c NC fD r t D r t D r t               
约去 ( , )f r t 给出铁磁流体的扩散系数为 
( )p p NP c c NC fD D D       
利用式（3.26），上式写成 
p p NP c c NC
p NP c NC
D D
D
   
   



       (3.64a) 
 
或使用式（3.29）得 
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         p p c cD D D           (3.64b) 
铁磁流体的基载液和另一种液体之间的扩散是液相分子相互交换的行为，而固相扩散则是微粒在
液体中 Brown 运动的结果。所以维持均匀扩散是不能做到的。这里所论的均匀扩散只是一种理想化的
假设。 
 
3.6.7  固相微粒在铁磁流体内的扩散系数 pD  
铁磁流体中固相微粒的 Brown 运动，原本是随机的杂乱无章的热运动，其平动速度的统计平均值
等于零。但是，如果存在固相微粒的浓度梯度，则由浓度高的地方向浓度低的地方运动的微粒数，比
同时由浓度低处向浓度高处运动的微粒数多，从而出现由高浓度处向低浓度处的定向的净质量迁移的
宏观现象。此时微粒平动速度的统计平均值不再是零，而是被称为扩散速度的 ( )i eu ，随着浓度梯度的
降低， ( )i eu 逐渐减小，直到扩散终止，固相微粒均匀分布， ( )i eu 就成为零。 
由动力学第二定律 F ma 给出的单位体积固相微粒流动的运动方程为 
   
( )
( )
pi e
p d i e
i
pd u
nC u
dt x


  

         (3.65) 
式（3.65）的左方是惯性项，右方第一项是阻力项，由式（2.89c）所给出，其中 n 是单位体积铁磁流
体内所含有的微粒数目，即固相微粒的数密度，阻力系数 6d c pC r  ， ( )i eu 的下标 e 表示数学期望或
统计平均值，下标 i相应于坐标 ix 。压力梯度 p ip x  是一种表面力，可参见式（2.50）。对扩散过程而
言， p ip x  是物质迁移的驱动力。由于微粒的热运动属于分子行为，应当遵循气体状态方程，即 
         
m
p RT RT
V
           (3.66) 
将右方的质量 m写成摩尔质量M和摩尔数 之乘积，即m M ，摩尔数 0N N  ，N是体积 V内的
气体分子数目， 0N 是一个摩尔内的气体分子数目，它是一个与气体种类无关的普适的物理常数，即
Avogadro常数。于是 
0 0
m M MN M
n
V V N V N

    
代入状态方程（3.66）中，有 
0
M
p RTn
N
  
uMR R 称为通用气体常数，它也是不取决于气体种类的普适的物理常数。定义 
           0
0 0
uRMRk
N N
            (3.67) 
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0k 即 Boltzmann常数，它的物理意义是一个气体分子的通用气体常数。于是气体状态方程就成为 
           
0p k Tn            (3.68) 
固相微粒在基载液体中扩散时，必须作功以克服液体的粘性阻力，即式（3.65）右方的第一项。因为微
粒的运动是热运动，所以微粒克服液体的粘性摩擦阻力所作之功，必将消耗其热内能。但是摩擦功所
转化成的摩擦热，大部分即刻被液体吸收。整个扩散过程中，铁磁流体可视为与外界无能量交换的孤
立系统，从而摩擦热只能通过两相间的传热，又回到固相微粒之中。固相微粒与液相间的相对接触面
积极为巨大，每毫升体积的固相微粒与液相的交界面积竟能达到 45平方米之谱。其传热速度之快远远
超过扩散速度和 Brown运动速度，所以固相微粒在基载液中的扩散和 Brown运动，确实是热平衡状态
下的等温过程（不仅是铁磁流体，任何一种固液两相胶体混合物均如此）。将气体状态方程式（3.68）
左方的 p取为固相微粒流的分压 pp ，右方的 n理解为微粒的数密度。然后两边对 ix 取导数，就有 
            0
p
i i
p n
k T
x x
 

 
          (3.69) 
将式（3.69）代入运动方程式（3.65）之右方，即得 
        0
( )
( )i ep d i e
i
d u n
nC u k T
dt x


  

       (3.70a) 
固相微粒在基载液中的运动是低 Re数的运动，所以式（3.70a）左方的惯性项可以略去，从而有 
      0( )i e
d i
k T n
n u
C x

 

                           (3.70b) 
或两边同乘以 1NP pV ，并且由式（3.59b）知 1NP p pn V  ，于是上式成为 
           0( )
p
p i e
d i
k T
u
C x



 

                         (3.70c) 
将式（3.70b）、式（3.70c）与 Fick定律式（3.60a）、式（3.60b）比较，立即可知固相微粒的扩散系数 pD
是 
                       0 0
6
p
d c p
k T k T
D
C r
 

                          (3.71) 
 
3.7  铁磁流体热力学参数的平均值 
3.7.1  压力 p的平均值 
在铁磁流体内，任何一点的邻域之内只能有一个压力。无论是固相还是液相，它们都处于相同的
压力之下，即 
                           f NP NCp p p          (3.72) 
将式（3.16）中的函数取为数性函数，且令 ( , ) ( , )ff r t p r t 、 ( , ) ( , )NP NPf r t p r t 、 ( , ) ( , )NC NCf r t p r t ，
则平均值由式（3.16）得 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p NP c NCp r t r t p r t r t p r t    
用式（3.72）代入，就有 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p f c fp r t r t p r t r t p r t    
定义固相和液相的分压是 
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )p p f c c fp r t r t p r t p r t r t p r t        (3.73a) 
从而有 
( , ) ( , ) ( , )f p cp r t p r t p r t         (3.73b) 
 
3.7.2  铁磁流体的定容比热容的平均值 
1.体积比热容 Vc  
体积比热容是以单位体积计量的。在式（3.16）中将 ( , )f r t 取为数性函数热量 Vc T ，则有 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )V f p s p c c cc r t T r t r t c r t T r t r t c r t T r t       (3.74) 
式中 sc 和 cc 分别是固相物质和液相物质的比热容。由于 sc 和 cc 至少是温度的函数，而铁磁流体内的温
度不一定均匀，并且有可能随时间改变，故 sc 和 cc 写成位置和时间的函数。上面式（3.74）中取
( , ) ( , ) ( , )f p cT r t T r t T r t  ，于是有 
        ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )V p s c cc r t r t c r t r t c r t         (3.75a) 
将式（3.75a）代入式（3.74）之左方，就得 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
p s p c c c
f
p s c c
r t c r t T r t r t c r t T r t
T r t
r t c r t r t c r t
 
 



    (3.75b) 
2.质量比热容 Vc  
Vc是以单位质量计量的，在式（3.23b）中取 ( , )f R t 为数性函数 ( , ) ( , )Vc R t T R t ，并且使用式（3.24），
就得 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f V f p NP s p c NC c cr t c r t T r t r t c r t T r t r t c r t T r t           (3.76a) 
在均匀温度下，即 ( , ) ( , ) ( , )f p cT r t T r t T r t  ，则上式给出 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f V p NP s c NC cr t c r t r t c r t r t c r t              (3.76b) 
使用式（3.26）以后，就有 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , )
p NP s c NC c
V
p NP c NC
r t c r t r t c r t
c r t
r t r t
   
   
 
 

     (3.77a) 
或利用式（3.27a）和式（3.27b），则上式可写成分密度的形式 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , )
p s c c
v
p c
r t c r t r t c r t
c r t
r t r t
 
 
 
 

       (3.77b) 
若使用式（3.29）于式（3.77a），则得到 
           ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )V p s c cc r t r t c r t r t c r t             (3.77c) 
将式（3.29）与式（3.77c）用于式（3.76a），就得铁磁流体的混合温度 ( , )fT r t  
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
p s p c c c
f
p s c c
r t c r t T r t r t c r t T r t
T r t
r t c r t r t c r t
 
 
 

 
     (3.77d) 
 
3.7.3  铁磁流体的熵的平均值 
熵是热力学的状态参数，它的定义是 
                    
Q
dS
T

            (3.78a) 
式中 Q 是热量，它和热力学过程有关，所以 Q 不是状态参数。单位体积的熵称为体积比熵 ds，单位
质量的熵称为质量比熵 ds。即 
     ,
q q
ds ds
T T
  
                         (3.78b) 
1.铁磁流体体积比熵的平均值 
在式（3.16）中，将 ( , )f r t 取为数性函数体积比熵 ( , )ds r t ，则其平均值是 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p p c cds r t r t ds r t r t ds r t                   (3.79) 
式中 fs 是铁磁流体混合物的比熵， ps 和 cs 分别是固相和液相的比熵。 
将式（3.78b）代入式（3.79）中，并且注意 p s pq c dT  ， c c cq c dT  ，就得 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )
s p c c
f p c
p c
c r t dT r t c r t dT r t
ds r t r t r t
T r t T r t
       (3.80a) 
若铁磁流体是均匀的则 p 和 c 是常数，并且 sc 和 cc 均取平均值，则此时铁磁流体的体积比熵是全微分，
即它是与热力学过程无关的状态参数。积分式（3.80a）有 
                 ( , ) ln ( , ) ln ( , )f p s p c c cs r t c T r t c T r t        (3.80b) 
2.铁磁流体质量比熵的平均值 
第三章 
 
27 
 
在式（3.23b）中，将 ( , )f R t 取为质量比熵 ( , )ds R t ，则给出平均值的关系为 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f f p NP p c NC cr t ds r t r t ds r t r t ds r t              (3.81a) 
将式（3.29）用于上式中，就有 
            ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p p c cds r t r t ds r t r t ds r t           (3.81b) 
将 ( )ds q T c dT T    代入上式，得 
( , ) ( , ) ( , ) ln ( , ) ( , ) ( , ) ln ( , )f p s p c c cds r t r t c r t d T r t r t c r t d T r t         (3.82a) 
若 p 、 c 、 sc、 cc均为常数，则铁磁流体混合物的质量比熵之平均值是热力学的状态参数。积分
式（3.82a）得 
             ( , ) ln ( , ) ln ( , )f p s p c c cs r t c T r t c T r t           (3.82b) 
 
3.7.4  铁磁流体的焓和总焓的平均值 
焓 i实际上是一种广义的内能，在定压条件下和定容条件下，将可压缩流体加热到相同的温升所需
的热量是不一样的。定容下流体的体积不可膨胀，而定压条件下可压缩流体的体积随温度升高而膨胀，
因而加入到流体中的热量有一部分变成膨胀功。所以，定压下加热需要的热量更多一些。计及膨胀功
在内的热容量系数就是定压比热容 pc ，即 
p Vc c R   
式中 Vc 是定容比热容，R是气体常数。上式两边同乘以温度 T，得 
p Vc T c T RT   
上式右边第一项 Vc T 是流体的热内能，第二项由气体状态方程 RT pV ，在定压下，p不变，V由
于加热而增大，所以 RT此时表示膨胀功。上式左边 pc T 是一种热力学状态参数，称为焓 i，即 
                     pi c T            (3.83a) 
常常将 i称作静焓。流体在流动中具有动能，在第 2.9节中将动能归纳到内能里，称为总内能。同样将
动能归纳到焓中，就称为总焓。即 
                    * *pi c T            (3.83b) 
式中的 *T 称为总温或滞止温度，它体现动能和温度之间的变换，即 
                        
2
*
2 V
u
T T
c
           (3.83c) 
式中 u是流体的运动速度。总焓 *i 和静焓 i一样都是热力学状态参数。 
第三章 
 
28 
 
1. 铁磁流体体积比焓 ( , )fi r t 的平均值 
在式（3.16）中将 ( , )f r t 取为数性函数 ( , )i r t ，就得平均值 
 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p s c ci r t r t i r t r t i r t           (3.84a) 
显然式（3.84a）是一种能量守恒方程，在均匀温度下依然成立，所以取 f p cT T T  就得铁磁流体的定
压体积比热容 pfc 的平均值是 
                ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )pf p ps c pcc r t r t c r t r t c r t         (3.84b) 
式中 psc 和 pcc 分别是固相微粒流和基载流体的定压体积比热容。将式（3.84b）代入式（3.84a）即可得
出铁磁流体在定压条件下混合温度之平均值是 
            
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
p ps p c pc c
f
p ps c pc
r t c r t T r t r t c r t T r t
T r t
r t c r t r t c r t
 
 



    (3.84c) 
式（3.84c）给出的 fT 与式（3.75b）所给出的 fT 不相等，原因很明显，前者是在定压条件下，而后者
是在定容条件下，差别就在于是否存在膨胀功。 
2. 铁磁流体质量比焓 ( , )fi r t 的平均值 
在式（3.23b）中取 ( , )f r t 为数性函数质量比焓 ( , )i r t ，则有 
       ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f f p NP s c NC cr t i r t r t i r t r t i r t             (3.85a) 
上式两边同除以 ( , )f r t ，而后用式（3.29）代入，即得 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p s c ci r t r t i r t r t i r t               (3.85b) 
在 f p cT T T  情况下，得铁磁流体的定压质量比热容 ( , )pfc r t 之平均值为 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )pf p ps c pcc r t r t c r t r t c r t            (3.85c) 
对于不可压缩的铁磁流体，则有 p Vc c ， p Vc c  ； ps sc c ， ps sc c  ； pc cc c ， pc cc c  。 
 
3.8  铁磁流体磁参数的平均值 
3.8.1  概述 
就目前已有的铁磁流体来看，其磁化性能完全来自于固相微粒体，而液相基础载体是不能磁化的。
但是本节仍然假定基载液体具有磁化性能，目的仅在于保持结果的普适性。对铁磁流体最有用的磁学
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参数就是铁磁流体内的磁感应强度 B、磁场强度 H 和铁磁流体自身的磁化强度M 。 
磁感应强度 B遵守 Gauss 定理。Gauss 定理是说无论有无电流穿过磁场， B的散度都等于零，即
0B  ，所以 B场是无源场。磁场强度 H 遵守 Ampere 环路定理，即H 的旋度等于穿过磁场的传导
电流的面密度， cH j  。若无传导电流穿过磁场 0cj  ，则H 场是无旋场。 
磁化强度M 是单位体积内的有效磁矩，所以它是以单位体积计量的参数，求其体积平均值当然是
顺理成章的。但 B和 H 并非是以体积计量的。然而它们都是位置坐标的函数，即 ( , )B B r t ， ( , )H H r t 。
既然它们分布于空间之中，当然也就可以从数学上来求它们在空间中的平均值，即体积平均值。这种
平均值应当而且必须分别符合 Gauss定理或者 Ampere环路定理。 
磁场在空间中的分布，并不依赖空间是否有物质而存在。即使在真空中仍然可以有磁场分布。所
以讨论磁场的质量平均值是没有意义的。 
3.8.2  铁磁流体中磁感应强度B的体积平均值 
设在铁磁流体内一点  , ,P x y z 的邻域 V内， ( , )B r t 的平均值是 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
p p c c
V V V
B R t R r dV B R t R r dV B R t R r dV            (3.86a) 
上式的物理涵义是，
pB 只存在于固相微粒流的体积 pV 中，而 cB 只存在于基载液的体积 cV 中。 pV 和 cV
是并集，组成邻域 V。 
将式（3.86a）改写成 
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )p p c c
V V V
B R t R r dV B R t R t R r dV B R t R t R r dV            
此式给出形式上的平均值关系为 
               ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p c cB r t r t B r t r t B r t         (3.86b) 
式（3.86b）亦可由式（3.16）直接写出。将式（3.86a）两边取散度，显然所有的项都是平均值的
散度，即 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
r r p p r c c
V V V
B R t R r dV B R t R r dV B R t R r dV              (3.87) 
在式（3.40a）中，将 ( , )f R t 取为 ( , )B R t ，则上式成为 
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0 0
0 0
0 0
0
1 1
( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( ,
p c
p c
r r
V
R p p R c c
V V
p s p c s c
c s
p p p
B r t B R t R r dV
R r B R t dV R r B R t dV
dS n B R t R r dS n B R t R r
dS n B R t

 
 
      
       
     


 
 
1
) ( , ) ( )
p
c
s
N
B R t R r   
    (3.88) 
以下逐项考察式（3.88）之右方： 
①在式（3.88）右方第一和第二两项积分内，被积函数包含有磁感应强度
pB 和 cB 的散度。由 Gauss
定理知道 
( , ) 0, ( , ) 0R p R cB R t B R t        
②式（3.88）右方第三项和第四项的被积函数可按本章 3.2.2节中的式（3.6d）处理，即 
1
( ) ( ) [ ( 0) ( 0)] ( )
2
f x x a f a f a x a        
因为式（3.88）右方的第三和第四积分项，都是在包围邻域体积 V 的表面 S 上的积分，所以其中
的位置矢径 r可取为 ( , , ) ss s sr x y z r ，于是由式（3.6d）有 
0 0 0
0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s s s s s s sn B R t R r n B r t n B r t R r                  (3.89) 
如图 3-4 所示，在体积 V 的边界 S 上取一扁柱形微元体，其上顶面紧贴 S 的外侧，下底面紧贴 S
之内侧。图中的 ( 0, )sB r t 代表 pB 或 cB ，而 ( 0, )sB r t 取决于 S表面之外部的介质状况。 
 
图 3-4  邻域 V外边界 S上的磁感应强度 
对于此边界微元体来说， 0 0sn  是其上顶面的外向法线单位矢量，而 0 0sn  是其下底面的内向法线单位
矢量，故有 
0 0 0
0 0s s sn n n      
于是式（3.89）成为 
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0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
1
( 0, ) ( 0, ) ( ) 0
2
s s s s s s
n s n s s
n B R t R r n B r t B r t R r
B r t B r t R r
 

          
      
 
所以在表面 S上有 
0 0( , ) ( ) 0, ( , ) ( ) 0s p s cn B R t R r n B R t R r           (3.90) 
③在式（3.88）右方末项，求和号内的积分是单个微粒表面内外的情况。注意到在铁磁流体内部，
每个微粒的表面 1pS 之内的磁场是 pB ，而 1pS 之外的磁场是 cB 。点乘
0
1p p pnn B B  ，
0
1p c cnn B B  。由磁
边界的 Gauss定理给出 pn cnB B ，此即 
0
1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0p p c pn cnn B R t B R t B R t B R t      
 
故整个求和号内各项均是零。 
将以上①、②、③的结果代入式（3.88）就得铁磁流体混合物的磁感应强度之平均值遵守 Gauss
定理，即 
( , ) ( , ) ( ) 0r
V
B r t B R t R r dV           (3.91) 
3.8.3  铁磁流体中磁场强度H 的体积平均值 
设在铁磁流体内一点  , ,P x y z 的空间邻域 V内， ( , )H r t 场的平均值是 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
p p c c
V V V
H R t R r dV H R t R r dV H R t R r dV            (3.92a) 
式（3.92）给出形式上的平均值关系为 
           ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p c cH r t r t H r t r t H r t        (3.92b) 
将式（3.92a）两边取旋度，而后将式（3.43a）中的 ( , )f r t 取为 ( , )H r t ，就有 
0 0
0 0
0 0
0
1 1
( , ) ( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
p c
r
V
R p p R c c
V V
p s p c s c
s s
p p p
H r t H R t R r dV
R r H R t dV R r H R t dV
dS n H R t R r dS n H R t R r
dS n H

 
 
     
       
     


 
 
1
( , ) ( , ) ( )
p
c
s
N
R t H R t R r   
  (3.93) 
以下逐项考察式（3.93）之右方： 
①式（3.93）右方第一项和第二项体积分内，被积函数包含
pH 和 cH 的旋度。当没有传导电流穿
过磁场时，按 Ampere环路定理，此时
pH 和 cH 是无旋的，即 
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( , ) 0, ( , ) 0R p R cH R t H R t       
故第一和第二两体积分均是零。 
②式（3.93）右方第三项和第四项是在包围邻域 V的表面 S上的积分，由本章 3.2.2节的式（3.6d），
它们的被积函数可以写成 
0 0 0
0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s s s s s s sn H R t R r n H r t n H r t R r                 (3.94) 
如图 3-5所示，在体积 V的边界面上取一个扁矩形的回路 abcd，其中边 ab和 cd平行于表面 S，当
另外两边 ad和 bc趋于零时，ab就紧贴 S的内表面，而 cd就紧贴 S的外表面。式（3.94）中的 ( 0, )sH r t
不是
pH 就是 cH ，而 ( 0, )sH r t 则取决于 V外的介质。对于回路 abcd，
0
0sn  是 ab上的内向法线， 0 0sn 
是 cd上的外向法线，故有 0 0 00 0s s sn n n     。此外，将式（3.94）右方括号内的矢量H 分解为 nH 和H ，
如图 3-5（b）所示。于是式（3.94）可写成 
 
0
0 0
( , ) ( )
1
( 0, ) ( 0, ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s s
s n s s s n s s s
n H R t R r
n H r t H r t n H r t H r t R r 


  
                
 
由于 0 0s nn H  ， 0 0 0 0s sn H n H H        ，从而上式成为 
0
0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s s s s sn H R t R r H r t H r t R r                 (3.95a) 
由于 0ad ， 0bc ，则 Ampere环路定理的积分是 
( 0, ) ( 0, ) [ ( 0, ) ( 0, )]s s s s c
abcd ab cd
H dl H r t dl H r t dl H r t H r t l I                  (3.95b) 
式中 l ab cd  ， cI 是穿过环路 abcd所围成的矩形面积之电流强度。若将 cI 在 abcd环路线上取平均， 
 
图 3-5  磁场强度H 的切向分量在边界上的连续性 
其平均线密度为 ci ，则有 
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2c c c
abcd
I i dl li   
将此式代入式（3.95b），就得 
           ( 0, ) ( 0, ) 2s s cH r t H r t i             (3.95c) 
再将式（3.95c）代入式（3.95a），即有 
0 0( , ) ( ) ( ) ( )s s c s c sn H R t R r i R r i R r          
如图 3-5（a）所示。矢量 ci 的方向就是 0 。当没有传导电流穿过面积 abcd时， 0ci  ，则 
0 ( , ) ( ) 0s sn H R t R r    
于是，式（3.93）右方第三项和第四项积分均为零。 
③式（3.93）右方末项求和号内积分是在单个微粒表面 1pS 上进行的，由被积函数中的 ( , )pH R t 和
( , )cH R t 在 01pn 方向与
0
1p 方向分解就得 
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p c p p pn p p p cn p cn H R t H R t n n H R t H R t n H R t H R t                
由 0 0
1 1 0p pn n  和 ( , ) ( , )p cH R t H R t  ，故有
①
 
0
1 ( , ) ( , ) 0p p cn H R t H R t    
 
将已得的①、②、③的结果代入式（3.93）的右方，就给出铁磁流体混合物之磁场强度平均值遵守 Ampere
环路定理，即 
            ( , ) ( , ) ( ) 0r
V
H r t H R t R r dV             (3.96) 
3.8.4  铁磁流体磁化强度M 的体积平均值 
由于尺寸的微小，铁磁流体内的固相微粒都是磁单畴的，它们的磁矩
1pm 在外磁场作用下，受到转
向外磁场方向的力矩。但是因为杂乱无序的热运动（Brown 运动）之干扰，每个微粒的磁矩转向外磁
场的程度不尽一致。大量微粒的磁矩与外磁场 H 的夹角余弦之统计平均值，就是式（1.22）给出的
Langevin函数 ( )L  。所以对大量微粒而言，其磁矩在外磁场方向的实际有效分量
1( )p em 是 
1 1( ) ( )p e pm m L   
上式两边同除以单个微粒的体积 1pV 就得磁化强度的关系 
                                                      
①
 01pn 是在固相微粒与基载液界面的内侧。若在此界面上也划出一个像 abcd那样的矩形回路，则 01pn 就是图 3-5中的
0
0sn  ，而不是
0
0sn  或 0sn 。 
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( )pe pM M L   
因为磁化强度是单位体积内的磁矩，所以它是以体积计量的物理量，从而有铁磁流体混合物的磁化强
度是 
( , ) ( , ) ( , )pe p c cM r t dV M r t dV M r t dV   
两边取平均 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
p c
pe p c c
V V V
M R t R r dV M R t R r dV M R t R r dV          
从而得到形式上的平均值的关系 
      ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p pe c cM r t r t M r t r t M r t         (3.97) 
式中 ( , )cM r t 是基载液体的磁化强度。在现有的体磁流体中，基载液体是不可磁化的，于是铁磁流体的
磁化强度 ( , )M r t 等于 
( , ) ( , ) ( , )p peM r t r t M r t  
式中， ( , ) ( ) (coth 1 )pe p pM r t M L M     ， 0 1 0( , ) [ ( , )]pm H r t k T r t  ，当外磁场强度 ( , )H r t 很高时，
( ) 1L   ，此时铁磁流体达到饱和磁化，即全部固相微粒的磁矩均与外磁场方向一致，从而有 
              0( , ) ( , ) ( , )s p pM r t M r t r t M H         (3.98) 
式中 0H 是外磁场的单位矢量。当然，不独式（3.98），在式（3.97）中各项的方向都与外磁场一致，即
沿 0H 的方向。 
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第四章  在旋转外磁场中铁磁流体的粘度—牛顿流理论 
4.1  概述 
当静止的铁磁流体处于静止的外磁场之中，由于外磁场对固相微粒的磁矩
1pm 作用有磁力矩
1 0pm B ，并且这样的磁力矩都力图使固相微粒的磁矩矢量转向外磁场方向。因为纷乱无序的热运动之
干扰，外磁场作用于固相微粒群体上的磁力矩的方向是随机的，且各方向均有相同的几率，所以其总
体合成是零。此时，外磁场对铁磁流体唯一的作用就是磁化。磁化的结果是出现磁化强度M 。铁磁流
体磁化强度M 的本质是热运动中的大量固相微粒之磁矩，在外磁场方向投影的统计平均值。所以，M
总是和外磁场 0B 相平行，从而也没有宏观的磁力矩。这和微观上固相微粒群的磁力矩总体合成是零完
全一致。正因为如此，磁化过程不引起铁磁流体宏观的旋转。 
使铁磁流体发生旋转的因素有两个：一个是外磁场旋转，另一个是铁磁流体在流动中产生的涡旋。
当外磁场旋转速度 H 与基载液体的涡旋速度 C 不相等时，外磁场强度 0B 与铁磁流体磁化强度M 不再
平行，而两个矢量之间出现夹角，即相位角 m ，于是磁力矩
0
0 0 sinm m mL M B L M B    不为零。与此
同时也存在微粒本体与基载液体之间的相对转动，从而有粘性力矩 ( )H CL C     。在 mL 和 L 中，
其中必有一个是驱动力矩，另一个则是阻力矩。当这两个力矩平衡时，固相微粒的磁矩和本体都保持
等速旋转。 
大量固相微粒磁矩转速的统计平均值就是铁磁流体磁化强度M 的旋转速度 M 。 M 必定和外磁场
转速 H 方向相同，频率相等。否则相位角 m 将从 0到2 之间周而复始地循环变化，而外磁场作用于
微粒磁矩上的磁力矩，在 [0, ] 和[ , 2 ]  两个区间内，大小相等而方向相反。所以每循环一周，外磁场
对固相微粒所作之功为零。这就等于说，外磁场不会影响铁磁流体的粘度。显然，这是与事实相悖的。
唯一的可能就是 M H  。 
为什么在热运动的纷扰下，固相微粒的磁矩能和外磁场同频旋转？原因就在磁松弛速度上。所谓
松弛过程，就是从一个平衡状态转到另一个平衡状态的过程。当磁力矩与涡粘力矩相等时，固相微粒
的磁矩和本体均作等速旋转，就是一种平衡状态。若 m 因外磁场 0B 的旋转而改变时，磁力矩就要随之
改变，从而打破了平衡状态。松弛过程于是发生。固相微粒磁矩转动的松弛，是固相材料电子自旋轴
的偏转或是电子轨道运动平面的偏转。它就是 Neel扩散过程，这个过程进行非常之快，对于单畴或亚
单畴的固相微粒，其扩散的特征时间 Nt 为 910 秒的量级。Neel扩散速度比外磁场的转速要快几个量级。
所以，当外磁场转动一个角度时，固相微粒的磁矩总能及时地松弛到保持 m 不变的位置。这在宏观的
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表现上就是 M 与 H 相等。 
P 是大量固相微粒本体旋转速度的统计平均值。在铁磁流体中， P 的作用兼有两个方面：①由
于微粒是其磁矩的载体，故微粒转动必牵连磁矩旋转；② P 与液相涡旋速度 C 之间的滞后正比于粘
性力矩。固相微粒在铁磁流体中的松弛过程依赖于 Brown 扩散，它是微粒之间的相互碰撞传递动量和
动量矩的过程，由于碰撞频率极高，过程进行很快，其特征时间是 Brown 扩散时间
Bt 。对于常用的微
粒尺寸， Bt 也是 9 710 ~10  秒的量级。由于磁力矩和粘性力矩同时作用于固相微粒上，其中一个是驱动
力矩，另一个是阻力矩，所以 P 只能介于 H 和 C 之间。 
因为纷乱无序的热运动的干扰，铁磁流体中固相微粒的行为特点是：①并非全部微粒的磁矩都遵
循外磁场的制约，受到制约的也存在程度上的差别；②并非所有的固相微粒本体均顺从液相涡旋而运
动，即使受到涡旋作用的微粒本体，也同样存在程度上的不同。 
取 m 和 P 的统计平均值，就是将上述①和②两方面的效应，同时而分别地摊派到每一个微粒的
磁矩和微粒的本体上。于是，就出现在同一个固相微粒上，磁矩的转速是 H ，而微粒本体的转速是 P
的现象。 
如图 4-1（a）所示，取空间坐标系Ox y z  的Oz轴与外磁场旋转速度矢量 H 共线，Ox y z  是在空
间中固定不动的坐标系。在初始的平衡状况下，外磁场 0H 没有旋转，并且位于 x Oz 坐标平面上，铁磁
流体也处于静止之中，这时 H 、 C 和 P 均为零，磁力矩 mL 和粘性力矩 L 都不存在。而铁磁流体的
磁化强度为 0M 且与外磁场 0H 共线，它们只有分量 0xH ， 0zH ， 0xM 和 0 zM ，外磁场 0H 与Oz轴的夹
角是 0 ，则有 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
sin , cos
sin , cos
x z
x z
H H H H
M M M M
 
 
 
 
       (4.1) 
若外磁场不改变姿态地绕Oz轴旋转，其轨迹就是一个正圆锥，如图 4-1（a）所画的那样，锥顶半角
0 const  。若同时也存在铁磁流体绕Oz轴的涡旋。显然，磁力矩 mL 和粘性力矩 L 一定会出现，而铁
磁流体的磁化强度矢量M 不再和外磁场矢量 H 共线，它们之间形成相位角 m ，于是有 
旋转速度 
, , ,H Hz M Mz C Cz P Pz               (4.2) 
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外磁场 
x y zH H H H            (4.3a) 
0 0 0
0 0 0
0 0 0
cos( ) sin cos( )
sin( ) sin sin( )
cos
x x Hz Hz
y x Hz Hz
z z
H H t H t
H H t H t
H H H
  
  

 

  

  
      (4.3b) 
铁磁流体的磁化强度 
x y zM M M M           (4.4a) 
0 0 0
0 0 0
0 0 0
cos( ) sin cos( )
sin( ) sin sin( )
cos
x x Hz m Hz m
y x Hz m Hz m
z z
M M t M t
M M t M t
M M M
    
    

    

    
  
     (4.4b) 
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作用于固相微粒上的磁力矩和粘性力矩 
m mx my mz
z
L L L L
L L 
   

 
        (4.5) 
在 mL 的分量中，只有 mzL 是旋转矢量，而 mxL 和 myL 是不旋转的。在 L 的分量中， 0x yL L   。规定 m
的方向是M 顺着 Hz 转向 H 的位置。 
磁力矩和粘性力矩的相对关系有两种情况： 
① Hz Cz   
此时粘性力矩 zL 是驱动力矩，磁力矩 mzL 是阻力矩。 m 是超前相位角，其值为 2m    ，并
且有 
,Hz Pz Cz Mz Hz              (4.6a) 
上面旋转速度的第一下标“H”表示外磁场、“P”表示固相微粒、“C”表示基载液体、“M”表示铁
磁流体的磁化程度。第二下标表示方向，“z”即Oz轴方向。 
② Cz Hz   
此时磁力矩 mzL 是驱动力矩，粘性力矩 zL 是阻力矩。 m 是滞后相位角，即 0 m   ，并且有 
,Cz Pz Hz Mz Hz              (4.6b) 
若将式（4.6a）与式（4.6b）通减以 Hz ，则有 
① 0 ( )CH z  
0 ( ) ( ) , ( ) 0PH z CH z MH z           (4.7a) 
此时粘性力矩 zL 没有改变，而且仍然是驱动力矩。同样，由于 m 不受坐标系旋转的影响，磁力矩 mzL
还是阻力矩。但它在旋转坐标系Oxyz中是静止的力矩。 
② ( ) 0CH z   
( ) ( ) 0, ( ) 0CH z PH z MH z           (4.7b) 
此时粘性力矩 zL 与外磁场旋转方向相反，所以它是负方向力矩，因而也就是阻力矩。于是静止的磁力
矩 mzL 被认为是驱动力矩。 
在式（4.7a）与式（4.7b）中，相对转速的定义是 
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( ) , ( ) , ( )CH z Cz Hz PH z Pz Hz MH z Mz Hz                 (4.7c) 
式（4.7a）～式（4.7c）相当于赋予静止坐标系Ox y z  以旋转速度 Hz ，这个和外磁场H 同方向同频率
绕Oz轴旋转的坐标系，用Oxyz表示。在坐标系Oxyz中，外磁场成为静止不转的。此时在式（4.3b）
中取 0Hz  ，则有 
0 0, 0,x x y z zH H H H H         (4.8a) 
在式（4.4b）中取 0Hz  ，就得 
0 0 0
0 0 0
0
cos sin cos
sin sin sin
x x m m
y x m m
z z
M iM iM
M jM jM
M kM
  
  
 

  

 
      (4.8b) 
由式（4.8a）可见，在旋转坐标Oxyz中，外磁场是位于Oxz平面上的平面矢量 0H ，而由式（4.8b）可
见，铁磁流体的磁化强度M 是一个静止的空间矢量。如图 4-1（b）所示。 
 
4.2铁磁流体中作用于固相微粒上的粘性力矩 
4.2.1概述 
通常用于铁磁流体的固相微粒尺寸平均量级为 810 m ，对于普通的固液两相流，如此细小的微粒，
无论是平动运动，还是旋转运动，它们与液相之间的滞后完全可以忽略。但在铁磁流体中，固相微粒
都是铁磁性的物质，它们的运动不可避免地受到外磁场的制约。外磁场对固相微粒群体的作用力和力
矩，使固相与液相之间运动不同步，从而发生作用于两相的粘性力和粘性力矩，其效应有两个：一个
是将磁作用传递到液相上，改变整个铁磁流体的运动状态，另一个就是改变铁磁流体的粘度。后者就
是本章的讨论内容。 
4.2.2固相体积分量 p 的影响 
在第二章式（2.92）中，已经导出圆球在流体中旋转时所受到的粘性力矩。导出式（2.92）中有四
个假设前提：①所有固相微粒都是大小相等的圆球，并且均匀地分布于流体之中，都以相等的速度 P
旋转；②微粒尺寸极其小，旋转是很低的 Re数的运动；③在圆球坐标系中，只有方向的旋转，而 r
和 方向的速度是零。所以，只有在垂直于旋转轴的平行圆周上（即纬线圆上）形成切应力环流。此
即平面问题；④固相微粒分散在铁磁流体混合物中是稀疏相，互相没有干扰，从而可以按圆球在无界
流中的转动处理。 
审视上述四个假设，前三个无疑是适宜的。但是第四个假设，对于通常铁磁流体的固相体积分量 p ，
不能很好地满足无界流的要求，需要修正。 
设在铁磁流体的流场中，任取一个体积为 fV 的控制体，其中含有 N个体积为 1pV 的固相微粒，于是
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固相微粒的体积分量 p 是 
1 1 1
1
p p p
p
ff f
NV V V
VV V
N
   
 
 
 
        (4.9) 
式中 1fV 是每个固相微粒平均占有的铁磁流体的体积。将控制体 fV 平均分割成 N个小体积 1fV ，将 1fV 当
量成相同体积的正方六面体，其稜长均为 S，则有 
3
1fV S                (4.10) 
如图 4-2所示，任意两个相邻的 1fV 的当量六面体中，固相微粒之间的平均中心距离就是 S，将固相微
粒体积 31 6p pV d 和式（4.10），代入式（4.9）中，就得
①
 
1/3
6p p
s
d


 
   
 
         (4.11) 
式（4.11）表明，铁磁流体内固相微粒之间的相对距离 ps d 仅取决于固相的体积分量 p 。 
 
 
 
 
固相体积分量受分散剂的影响很大，分散剂的链分子在固相微粒表面附着，其摆动热运动形成防
止微粒聚积的能垒，但同时增大了微粒的实际尺寸。设分散剂链分子长度为 ，则微粒的半径为 
1p p
p
r r r
r



 
     
 
        (4.12a) 
微粒体积 
3
1 1( ) 1p p
p
V V
r

 
   
 
        (4.12b) 
                                                      
①
式（4.11）在文献[2]可查到。 
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体积分量 
3
1 p
pr


 
 
   
 
        (4.12c) 
微粒间的相对距离 
1/31/3
1 1
6 1 6 1p p p
s s s
d r r d d

  
 
   
  
           
     (4.13a) 
由此可见 
s s           (4.13b) 
即分散剂在固相微粒表面的附着并不改变微粒之间的平均距离，只使相对间距减小。 
固相微粒的数密度 n是单位体积铁磁流体内所含有的固相微粒的数目。设体积为 fV 的铁磁流体内
含有 N个固相微粒，则 
fn N V  
右方分子分母通乘以 1pV ，得 
1
3 3
1 1
6 1p p p
f p p p
NV
n
V V V d s
 

            (4.14) 
因为 s不受分散剂的影响，故数密度 n也和分散剂的附着无关。 
为了提供数量概念，按式（4.11）、（4.14）和（4.12c）计算一种典型情况，结果列于表 4-1中。 
 
表 4-1 s d 、n、 p 的典型数值, 78 10 cm, 0.2p pd d    
由表 4-1所列的数值可见 
①固相微粒之间的平均距离与其直径的数量级一样，并且大得不很多。所以在铁磁流体中固相微
粒的运动不能近似为无界流内的运动； 
②铁磁流体中固相微粒的数密度很大，每毫升铁磁流体内含有固相微粒个数的数量级在 16 1810 ~10
之间； 
③分散剂的附着使固相微粒的有效体积分量增大很多，在表 4-1的条件下，  是 p 的 2.7倍； 
④固相微粒的体积分量为 0.5235和 0.7406是两个临界状况。 0.5235对应于圆球形微粒的立方堆
p  0.01 0.05 0.10 0.15 0.1908 0.25 0.2699 0.30 0.40 0.5235 
ps d  3.74 2.19 1.74 1.52 1.40 1.28 1.25 1.20 1.09 1.00 
3cmN  
3.73 
1610  
1.87 
1710  
3.73 
1710  
5.60 
1710  
7.12 
1710  
9.33 
1710  
1.00 
1810  
1.12 
1810  
1.49 
1810  
1.95 
1810  
  0.027 0.137 0.274 0.415 0.5235 0.69 0.7406 —— —— —— 
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砌，由于互相接触而不能旋转，0.7406对应于圆球形微粒的菱形堆砌，此时铁磁流体不能流动。 
 
4.2.3 固相微粒之间的相互干涉 
1.概述 
表 4-1所列的典型数值表明，微粒之间的平均相对间距并不很大，远不是无界流的状况，故铁磁流
体流动中微粒间的互相干涉，将是不可避免的。 
对于液相自身流动的速度和产生的切应力，均平等地作用于每个微粒之上，无关于微粒之间的相
互影响。而微粒相对于液相的运动，引起额外的速度和切应力，就是扰动。这两种扰动都是通过液相
的粘性向周围传递的。所谓微粒间相互干涉，就仅限于速度扰动和切应力扰动施加于临近微粒的影响。 
讨论微粒间的相互干涉，需要事先知道它们引起的速度扰动和切应力扰动的传播规律，于是不得不借
助无界流中圆球转动运动的解。虽然这样的解在数密度很大的环境中未必合适。但是借用无界流的结
果，不会带来实质性的误差。因为在球面附近，远方边界条件的影响很微弱。 
2.圆球形微粒旋转的速度扰动 
为了简单，设液体是静止的，圆球形微粒在无界流中低Re数旋转，其所引起的速度扰动可以近似
地由式（2.90b）中取 0C  得到 
3
2
sin
p
P
r
v
r
              (4.15) 
 
在图 4-3中，按照所有微粒都以统计平均速度 P 旋转的假设，以微粒 1中心为原点 O，以微粒 2
中心为 S，则在两微粒之间的速度扰动量的叠加为 
 
3 3
1 2 2 2
sin sin
( )
p p
P P
r r
v v
r s r
         

 
或写成 
3
1 2 2 2
1 1
sin
( )
p Pv v r
r s r
   
 
   
 
         (4.16) 
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式中 p pr r s r   ，显然，当 2r s 时，有 
1 2 2[ ] 0sv v              (4.17) 
式（4.17）表示，在相邻两微粒距离的中点处， 1v 与 2v 大小相等而方向相反，故此点处没有速度的扰
动。 
3.切应力扰动 
切应力的扰动，表现为液相速度梯度的变化。将式（4.15）代入圆球坐标系内沿纬线圆周的切向应
力式 
r c
v v
r r
 
 
 
  
 
 
就得出 
3
3
3
sin
p
r c P
r
r
             (4.18) 
式（4.18）亦可直接从式（2.91a）与式（2.91b）取 0C  得到。 
 
在图 4-4中，原点 O是微粒 1的中心，S是微粒 2的中心，则有 
 
3 3
1 23 3
3 3
( ) sin , ( ) sin
( )
p p
r c P r c P
r r
r s r
             

 
于是，在两微粒间距内切应力的叠加为 
3
1 2 3 3
1 1
( ) ( ) 3 sin
( )
r r c p Pr
r s r
     
 
    
 
      (4.19) 
式中 p pr r s r   ，当 2r s ，就有 
1 2 2[( ) ( ) ] 0r r s            (4.20) 
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图 4-4表示了两相邻微粒之间切应力扰动叠加的示意曲线。从式（4.17）与式（4.20），或从图 4-3与图
4-4均可得知，两相邻微粒之间距中点，即 2r s 处是零扰动的位置。 
4.铁磁流体中包围微粒的零扰动圆球壳形相空间曲面 
注意到式（4.17）与式（4.20）关于零扰动除指定 2r s 外，对于任何 值均成立，同时在整个问
题求解时已经明确与角度无关。这就预示必有一个零扰动球形空间相曲面的存在。 
由表 4-1 所列的典型数值表示出铁磁流体中固相微粒的数密度极其巨大，每毫升中微粒的数目是
16 1810 ~10 的量级。并且由于固相微粒的纳米级尺寸，所以在铁磁流体中固相微粒有十分活跃的热运动。
设在铁磁流体中，任意指定一个微粒 P，则其它微粒在热运动中向 P接近的平均距离就是 S，因为微粒
数目巨大，以及热运动的随机性质，则从所有的方向趋近于 P 的机率是相同的，而且任何一个方向接
近 P的频率均以每秒数十万次到数百万次计。当然，每一个方向，每个瞬时都有大量微粒接近 P,也都
有大量微粒离开 P，这是一种动态过程。在稳定的平衡状态下，从宏观上看来，似乎形成空间上和时
间上均是稳定“连续”的圆球形空间曲面，它的中心是 P，半径是 S。在这个球壳空间曲面上“连续地布
满”着固相微粒，这些微粒全都与 P以同样的速度
p 旋转。在 2r s 处存在一个同心球面，它就是零
扰动面。如果液相是静止的，这个零扰动球面提供微粒 P旋转运动定解的一个边界条件，就是 
2, 0r s v          (4.21) 
4.2.4在 Couett流中圆球形微粒的有界旋转运动 
牛顿粘性定律是在一维线性的 Couett 流基础上的得到的，它表明流体应力与速度梯度成正比，其
比例系数就是粘性系数，即 
u
y
 



 
如果流体不是单相的液体，其中含有大量的球形固相微粒，微粒的旋转运动必将引起粘性的改变。图
4-5表示在 Couett流中微粒的旋转。 
 
Couett 流虽然是简单的速度线性分布的流动，但其流场中到处都有涡旋速度 C ，即图 4-5 中所示
的 u y  ，在 2r s 处，微粒旋转运动的扰动互相抵消，如式（4.21）所示。但现在液相不是静止的，
而是处处都存在涡旋的 Couett流动，所以在半径为 2S 的球面仍然有 C ，于是有 
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2, sin
2
C
s
r s v  
 
   
 
       (4.22) 
在前面 4.2.2 节中，已经提到过，关于式（2.92）的四项假设前提，除无界流之外，其余三项均适
用于铁磁流体，所以微粒旋转运动的泛定方程仍然是 
2 2
2 2 2 2 2
2 cot
0
sin
v v v v v
r r r r r r r
    
  
   
    
   
     (4.23) 
定解条件。在微粒的表面，无论有无微粒间的相互干扰和液相涡旋
C 的存在，都不能改变表面粘
附状态。所以在微粒表面上的边界条件仍然是 
, ( sin )p p pr r v r          (4.24) 
而在微粒之外的边界条件，就是式（4.22）。 
由泛定方程（4.23）和定解条件式（4.22）、式（4.24）的线性性质，则可以使用分离变量法求解。
两个边界条件中都含有因子 sin，所以取试探解的形式为 
( )sinv f r             (4.25) 
将试探解式（4.25）代入泛定方程（4.23），得出 ( )f r 的函数形式，已在第二章 2.12.3节中给出过，它
是 
2
( )
b
f r ar
r
             (4.26a) 
代入边界条件（4.22）中有 
22 2
2
C
s b s
a
s
 
 
 
 
        (4.26b) 
代入边界条件式（4.24）中有 
2p p P
p
b
ar r
r
          (4.26c) 
由式（4.26b）与式（4.26c）解出 
3
3
( )
1 ( )
p
P C
p
r
b
d s
  

         (4.26d) 
31 ( )
P C
P
p
a
d s
 


 

         (4.26e) 
于是由式（4.26d）、式（4.26e）、式（4.26a）及式（4.25）得速度 v为 
3
3 3
1
1 ( ) sin
1 ( )
p
P P C
p
r
v r
d s r
    
  
     
   
      (4.27) 
在只有 v的情况下，切应力是 
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r c
v v
r r
 
 
 
  
 
 
式中
c 是基载液体的粘性系数，用式（4.27）代入，就有 
3
3 3
31
( )sin
1 ( )
p
r c P C
p
r
d s r
      

       (4.28) 
由式（4.11）知 3( ) 6p pd s   ，于是可见式（4.28）右方的因子 31/ [1 ( ) ]pd s 仅取决于固相的体积分
量 p ，引用记号 
1
1 (6 )p
C
 


           (4.29) 
以及 
cC            (4.30) 
则式（4.28）成为 
3
3
3
( )sin
p
r P C
r
r
               (4.31) 
考虑到分散剂链分子在固相微粒表面附着的影响，使用式（4.12a）~式（4.12c）给出 
1
,
1 (6 )
cC C  

 
 
 

      (4.32) 
此时切应力为 
3
3
3
( )sinr P C
r
r

               (4.33) 
在表 4-2中列出了 c  的常用值。当 0  时， p  ，    。 
4.2.5单位体积铁磁流体中，固相微粒所受到的粘性力矩 
参照式（2.92a）与式（2.92b），单个固相微粒受到的粘性力矩是 
1 16 ( ) ( )p C PL V       
若在铁磁流体的微元体积 fdV 中，含有 dN个固相微粒，则粘性力矩的总和是 
1 16 ( ) ( )p C PdL L dN V dN         
上式右方 1( )p pV dN dV  ，由于 p fdV dV   ，故上式两边同除以 fdV 就得单位体积铁磁流体中的粘
性力矩 
6 ( )C P
f
dL
L
dV

                (4.34) 
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pr  0.2 0.4 
p  0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
  0.035 0.069 0.104 0.140 0.173 0.055 0.110 0.165 0.220 0.274 
c   1.071 1.152 1.247 1.359 1.493 1.117 1.265 1.459 1.722 2.101 
pr  0.6 0.8 
p  0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
  0.082 0.164 0.246 0.328 0.410 0.117 0.233 0.350 0.467 —— 
c   1.185 1.455 1.885 2.673 4.593 1.287 1.804 3.014 9.251 —— 
表 4-2 c  与 p 和 pr 的关系 
 
4.3铁磁流体内的粘性力矩与涡旋速度的关系 
如图 4-1（b）所示，在铁磁流体中取一微元圆柱控制体，其对称轴是Oz，在其表面上作用有粘性
切应力环流 r ，此切应力环流在微元圆柱体 dz段上产生的粘性力矩是 zd L  
0 0 0 0 2( ) [(2 ) ( )] (2 ) (2 )z r r r r fdL r ds rr rdz r r k r dz k dV                   
于是单位体积上的粘性力矩是 
2zz r
f
d L
L k
dV

            (4.35) 
设铁磁流体两相混合物的涡粘系数是 v ，则由式（2.73）知其 r 是 
+ rr v
v v
r
r r r

 

   
   
   
 
现在所讨论的问题是在圆柱坐标系中对称于 z轴的应力环流，所以它与坐标 无关，即   0rv r    ，
于是 
r v
v
r
r r

 
  
  
  
 
在圆柱坐标系中，铁磁流体的涡旋速度 fz 是 
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1 1
2 2
r
fz fz
v v
r
r r r


   
     
   
 
同样因为对称于 z轴，故 
1
2
fz
v
r
r r

  
  
  
 
于是立即可见 
2r v fz            (4.36) 
将式（4.36）代入式（4.35），就有 
4 4z v fz v fzL k              (4.37) 
式中
v 是铁磁流体混合物的涡粘系数。参照图 3-3 与式（3.55b）的导出过程，并且纳入球形微粒绕中
轴旋转运动时相互干涉的效应，取液相的粘性系数为  ，即 cC ，于是绕轴旋转的阻力矩是 
2(8 )p P pL r r     
而对于平动运动阻力对瞬心点 P造成的力矩，其液相的粘性系数仍然是 c ，故 
2(6 )u c p P pL r r    
合成力矩是 
  21.5 2 4u c p P pL L L r r          
则微粒表面上的平均粘性应力是 
 1.5 2p c PC            (4.38a) 
式中C的由式（4.32）确定。将式（4.38a）代入式（3.54c）之中，就有 
   1 1.5 2v c cC           
或写成 
, 1 0.5 2v c C                     (4.38b) 
往后，对于铁磁流体混合物的涡粘系数，均将使用 v 来取代 Rosensweig的修正公式（3.57）所给出的 fo 。
在表 4-3中列出 v c  之计算值，为了比较同时也列出按式（3.57）计算的 0f c  。 
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  0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.20 0.30 0.40 0.45 
C  1.040 1.083 1.129 1.180 1.236 1.618 2.342 4.236 7.114 
v c   1.052 1.107 1.165 1.229 1.297 1.747 2.555 4.589 7.628 
0f c   1.052 1.108 1.169 1.235 1.306 1.779 2.567 4.032 5.295 
表 4-3铁磁流体混合物的涡粘系数 
 
4.4在外磁场中铁磁流体粘性系数 H 的定义 
当铁磁流体处于外磁场中，其涡旋运动牵连固相微粒旋转，以致固相微粒的磁矩偏离外磁场方向，
从而产生磁力矩 mzL ，磁力矩作用于固相微粒上，力图使固相微粒回到外磁场方向。于是磁力矩成为涡
旋运动的阻力矩。此时铁磁流体所受到的合力矩是 
4z z mz v fz mzL L L L              (4.39) 
仿照式（4.37），定义 zL 与 fz 的关联系数为 H ，即 
4z H fzL            (4.40) 
式（4.40）是铁磁流体在外磁场中的粘性系数 H 之定义式。将式（4.40）代入式（4.39）中，就得到 
H v m             (4.41) 
式中 m 是铁磁流体的磁粘系数 
4
mz
m
fz
L


          (4.42) 
4.5磁力矩 mL 在 z方向的分量 mzL  
4.5.1作用于单位体积铁磁流体上的磁力矩 
设 1mL 是作用于一个微粒上的磁力矩，它是微粒的磁矩 1pm 与外磁场 0B 的矢性积，即 
1 1 0 0 1 0 1m p p p pL m B m H V M H        
式中
pM 是微粒材料的磁化强度。若体积为 fdV 的铁磁流体内含有 dN个固相微粒，则作用于 fdV 上的
磁力矩 md L 是 
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1 0 1( ) ( )m m p pdL L dN V dN M L H     
式中 ( )L  是 Langevin函数，它反映的事实是，在热运动中，各个微粒的方向不相同，而它们与外磁场
产生的磁力矩也不一致， ( )L  是一个统计平均的因数。将上式两边同除以 fdV ，并且注意到右方的
1p pV dN dV ，于是就得单位体积铁磁流体中的磁力矩是 
0 0( )
m
m p p
p
dL
L M L H M H
dV
               (4.43) 
式中 ( )p pM M L  ，是铁磁流体的磁化强度。 
4.5.2磁力矩 mL 的分解 
由图 4-1（b）看到，外磁场 0H 位于坐标平面 zOx内，它仅有两个分量，即 
0 0 0x z x zH iH kH iH kH H           (4.44a) 
式（4.44a）表明 0H 是一静止的矢量，所以恒有 
0 0,x x z zH H H H         (4.44b) 
未受旋转运动干扰的铁磁流体磁化强度 0M 和外磁场 0H 共线，所以也有 
0 0 0x zM iM kM           (4.45) 
由于铁磁流体涡旋牵连固相微粒旋转造成的干扰，使得磁化强度M 不再与 0H 共线，此时M 旋转
而不位于 zOx坐标平面之内，故矢量M 的方向和模均与 0M 不同，但是因为M 绕Oz轴旋转且保持 0 不
变，从而分量 0z zM M 不变。所以 
x y zM iM jM kM           (4.46) 
将式（4.44a）与式（4.46）代入式（4.43）之右方，即得 
0 0( ) ( ) [ ( ) ]m x y z x z y z z X x z y xL iM jM kM iH kH iM H J M H M H kM H           
矢量 mL 的分量是 
m mx my mzL iL jL kL    
两式对照，按方向拆开就有 
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0mx y zL i M H                  (4.47a) 
0( )my z x x zL j M H M H         (4.47b) 
0mz y xL k M H              (4.47c) 
将式（4.47c）代入式（4.42）右方分子，就得磁粘系数
m 为 
0
4
y x
m
fz
M H


           (4.48) 
4.6当外磁场与固相微粒之间有相对转速 PH 时，铁磁流体磁化强度M 的 y向分量 yM  
4.6.1概述 
由式（4.48）可见磁粘系数 m 取决于磁化强度的 y向分量模 yM ，因为 0x xH H 是已知的。所以导
出 yM 是得到 m 的关键。 
当铁磁流体的固相微粒与外磁场有相对转速 PH P H    时，铁磁流体的磁化强度之改变取决于
两个性质不同的相反过程。一个是宏观上固相微粒的磁矩受微粒本体的牵连以 PH 旋转，而越来越偏
离外磁场的方向，即原来磁化强度M 与外磁场 H 共线的平衡状态被破坏，出现越来越大的磁“紧张”的
局面。 
另外一方面微观上，固相微粒内部分子的热振动和微粒本体在基载液中的 Brown 运动，它们都促
使磁化强度恢复与外磁场之间的平衡，而最终达成一个新的平衡状态，这也就是磁松弛过程。 
当上述两方面的作用建立一个新的、稳定的平衡状态时，就相应地有一个稳定的磁化强度，其 y向
分量
yM 即为所求。 
在上述两个过程中，分散剂的影响需要考虑。分散剂是不导磁的物质，所以分散剂链分子的附着
只是单纯的使微粒的尺寸增加，而影响微粒本体在铁磁流体中的运动，对于微粒的磁化状态不起作用。 
①铁磁流体的磁化强度M  
固相磁性微粒的磁矩
1pm 是 
1 1p p pm M V  
式中
pM 是固相微粒的铁磁性材料的磁化强度，相应地 1pV 也是微粒的铁磁性材料的体积。故铁磁流体
的磁化强度M 仍然是 
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1 ( )p pM nV M L   
已经知道，分散剂链分子附着并不改变数密度 n，而 是 
0 1 0 1
0 0
p p pm H V M H
k T k T
 
    
显然 与分散剂无关。于是最后有M 是 
( )p pM M L   
②Neel扩散时间
Nt  
因为 Neel扩散完全是微粒的铁磁材料内磁晶性质，所以 Neel扩散时间 
1 1
0 0
1
exp
p
N
K V
t
f k T
 
  
 
 
与分散剂无关 
③Brown扩散时间 Bt  
由式（1.16） 
02
B
C
t
k T
  
由式（2.92b）在没有分散剂链分子附着和无界流的条件下，C 为 
16 c pC V   
现在的问题是，既有分散剂链分子的附着，又非无界流，微粒存在相互干扰的局面。所以C 为 
16 ( )pC V           (4.49) 
于是 Brown扩散时间此时是 Bt   
3
1
0
1
3 ( )
6
1
pp
B B
rV
t t
k T
 






 
  
  

       (4.50) 
式中  由式（4.12c）得出。 
④综合扩散时间 rt   
磁松弛过程是以磁矩旋转来实现的。固相微粒内部的 Neel扩散是磁矩对固相微粒本体的相对运动，
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设其速度为
N ，而微粒本体在基载液体中的 Brown 扩散对磁矩而言是牵连运动，设其速度为 B 。所
以磁矩在铁磁流体中的绝对速度
r 应当是 r N B    ，若磁矩转过的角度为  ，则有
( ) ( )r N Bt t t    ，此即
[1] 
N B
r
N B
t t
t
t t


         (4.51a) 
在有分散剂链分子附着的场合，使用
Bt 取代上式中的 Bt ，就得 
N B
r
N B
t t
t
t t





         (4.51b) 
 
4.6.2铁磁流体的磁化方程——与时间相关的过程 
铁磁流体磁化强度 M 随时间的变化率由三个部分组成：宏观涡旋运动所致的牵连变率，微观的
Brown扩散所致的牵连变率，以及微观的 Neel扩散所致的相对变率。故其总的绝对变率就是 
( ) ( ) ( ) ( )
B N
dM t dM t dM t dM t
dt dt dt dt

     
       
     
      (4.52) 
上式右方各项的下标：表示涡旋的作用，B和 N分别表示 Brown和 Neel松弛的作用。 
1.
( )dM t
dt

 
 
 
 
在铁磁流体中，粘性基载液体的涡旋运动，以粘性力矩驱动固相微粒本体以速度 P 旋转， P 是
大量固相微粒的统计平均转速。处于微粒体中的磁矩， P 是其牵连转速，为了不失一般性，取 P 在
坐标系内是空间矢量。 
固相微粒与外磁场之间存在相对转速 PH 时，微粒本体牵连其磁矩偏离外磁场方向。由于微粒本
体转动而造成的磁化强度分量示于图 4-6中。在图 4-6中，取角速度逆时针为正方向。 
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在图 4-6中，( )y xdM 是磁化强度在 x方向的分量 xM ，绕 z轴以角速度 ( )PH z 在时间 dt内形成的 y
方向的磁化强度之增量。 ( )y zdM 是 zM 绕 x 轴以 ( )PH x 在 dt内形成的 y向增量。已经设定旋转逆时针
方向为正，故图 4-6中 ( )y xdM 是正，而 ( )y zdM 是负的，它们各沿 y轴的正、负方向。故 
( ) ( ) [( ) ( ) ]y y x y z PH z x PH x zdM dM dM j M M dt         (4.53) 
从而有磁化强度M 在 y方向的变化率为 
[( ) ( ) ]
y
PH z x PH x z
dM
j M M
dt
          (4.54a) 
同样有 
[( ) ( ) ]z PH x y PH y x
dM
k M M
dt
          (4.54b) 
[( ) ( ) ]x PH y z PH z y
dM
i M M
dt
          (4.54c) 
式（4.54a）～式（4.54c）可以合并写成  
( )
( )PH
dM t
M t
dt


 
  
 
       (4.55) 
2.
( )
B
dM t
dt
 
 
 
 
非内禀性磁松弛过程，即 Brown松弛的近似时间过程是[1] 
0
( ) ( ) , 0
( ) ( ),
p p B
B
P p B
t
M t M L t t
t
M t M M L t t



 
 

   

   
       (4.56) 
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上式中
Bt 按式（4.50）计算。当外磁场 H非常大时，即 0 1 0( ) ( )p pM V H k T  ，则 Langevin函数
( ) 1L   ，就有 
( ) s p pM t M M                               (4.57) 
上式表示一种极限饱和磁化强度，它的物理意义是 100％的固相微粒的磁矩都与外磁场共线。当外磁场
极其微弱时，此时 0  , ( ) 0L   ，即 
( ) 0M t   
此时铁流磁体没有被磁化。 
式（4.56）表示当
Bt t  时， ( )M t 随时间呈线线增大，当 Bt t  之后， ( )M t 达到与外磁场强度相适
应的饱和磁化强度 0M ，它是外磁场对磁矩的约束作用和微粒本体热运动的松弛作用，两者相互平衡的
状态。只要外磁场和温度不改变， ( )M t 将一直保持为常值 0M 。在图 4-7 中表示了这种磁化的折线近
似过程。 
 
为了分析上的方便，设法使用一连续函数来近似地替代阶段函数式（4.56）。由指数函数的 Taylor
展开 
2 3
1 1
exp 1
2! 3!B B B B
t t t t
t t t t   
     
          
     
 
上式的右方近似取头两项代替整个级数，便有 
1 exp
B B
t t
t t 
 
   
 
        (4.58) 
 
将式（4.58）代入式（4.56）中，就得 
0( ) ( ) 1 exp 1 expP p
B B
t t
M t M L M
t t 
 
      
           
         
    (4.59) 
将式（4.59）对时间 t取导数，给出 
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0
( ) 1
exp
B B
dM t t
M
dt t t 
 
  
 
        (4.60 a) 
将式（4.59）改写成 0exp( ) 1 [ ( ) ]Bt t M t M   ，而后代入式（4.60 a），得 
0 ( )( )
BB
M M tdM t
dt t 
  
 
 
       (4.60b) 
3.
( )
N
dM t
dt
 
 
 
 
在施加外磁场时，固相微粒的磁矩由纷乱无序转向外磁场的时间，就是 Neel扩散时间
Nt ，与铁磁
流体流动的特征时间相比， Nt 是极为短暂的，所以在时区 [0, ]Nt 中，铁磁流体的磁化强度的变化可以
用线性过程来近似。在 Nt 以后，只要外磁场和温度保持不变，磁化强度也保持为平衡值 0M 不变，形
成一条平行于时间轴的水平直线。所以内禀性磁化过程也与图 4-7中的折线相似。于是可以描绘成下面
的数学形式： 
0
( ) , 0
( ) ,
N
N
M t at b t t
M t M t t
    

  
        (4.61 a) 
取定解条件 0t  ， ( ) 0M t  ； Nt t , 0( )M t M 。 
定解条件用于式（4.61 a），就得 
0
0
( ) , 0
( ) ,
N
N
N
t
M t M t t
t
M t M t t

   

  
        (4.61 b) 
   借鉴式(5.58)，可以写出 
1 exp
N N
t t
t t
 
   
 
 
于是式（4.61 b）成为 
0( ) 1 exp
N
t
M t M
t
  
    
   
 
对时间 t取导数，就得 
0 0 ( )( ) exp
N N NN
M M M tdM t t
dt t t t
    
    
  
       (4.62) 
 
4.6.3   铁磁流体的磁化方程及其分解 
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将式（4.55）、式（4.60 b）、式（4.62）代入磁化方程（4.52）之右方，得 
0 0( ) ( )( ) ( )PH
B N
M M t M M tdM t
M t
dt t t

 
         (4.63) 
使用式（4.51 b）所给出的综合松弛时间
rt 于上式右方之后两项，即得 
0 ( )( ) ( )PH
r
M M tdM t
M t
dt t 


         (4.64) 
式（4.64）右方第二项表明在磁松弛过程中，磁矩相对微粒本体的旋转和磁矩被微粒本体所牵连的旋转，
两者同时进行。
rt 即是铁磁流体在坐标系中绝对松弛速度的特征时间。 
   在稳定状态下， ( ) 0dM t dt  ，就有 
0( )( )PH
r
M t M
M t
t 


         (4.65) 
式(4.65)的物理意义是：由微粒本体旋转引起的磁化强度变化率被 Neel 松弛和 Brown 松弛引起的磁化
强度变化率，两相抵消，于是出现一种平衡状态，包括一个不变的相位角 m 和统计平均的转速同频于
外磁场。同时磁化强度也与时间无关，即应取 ( )M t M 。 
将式（4.65）的右方按坐标方向分解 
0
0 0 0
( ) 1
[ ( ) ( ) ( )]x x y y z z
r r
M t M
i M M j M M k M M
t t 

          (4.66) 
而式（4.65）的左方还原为式（4.54a）~式（4.54c）之右方的形式。于是磁化平衡方程式（4.65）成为 
0 0 0
[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] [( ) ( ) ]
1
[ ( ) ( ) ( )]
PH y z PH z y PH z x PH x z PH x y PH y x
x x y y z z
r
i M M j M M k M M
i M M j M M k M M
t 
         
     
  (4.67) 
由图 4-1（b）的物理模型和坐标系统可见，( ) ( ) 0PH x PH y   ， 0 0yM  再将方程式（4.67）按方向拆
开，就得 
     
0: ( )PH z r y x xi t M M M          (4.68 a) 
     : ( )PH z r x yj t M M          (4.68 b) 
              0: 0 z zk M M            (4.68 c) 
 
4.7   固相微粒的旋转运动 
4.7.1 概述 
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上述方程式（4.68a）~式（4.68c）只是提供了磁矩旋转与磁松弛之间平衡的数学关系。这三个方
程中包含有四个未知数，即
xM 、 yM 、 zM 和 ( )PH z ，所以在数学上它是不完备的。从物理上看，这
个问题必定与固相微粒的力学行为相关联，故而补充的方程就是固相微粒的旋转运动方程。 
在运动方程的惯性项中，包含有微粒材料的质量密度。本来微粒材料的质量密度
NP 是已知的常数，
在分散剂链分子附着的情况下，微粒体积增加，而且链分子形成的微粒外层密度
d 与中心密度 NP 相
差甚远。设此时的平均密度为  ，则 
1 1 1 1( ) [( ) ]p P NP p p dV V V V        
由 31 1( ) (1 )p p pV V r   ，则上式给出 
3
( ) 1NP d d
pr


   

 
     
 
       (4.69) 
在固相微粒表面附着的分散剂链分子层的密度 d 并不等于分散剂的密度，因为附着的链分子之间存在
空间，其中充满的是基载液体。所以 d 的真实值是不知道的，近似的方法是简单地使用基载液的质量
密度 NC 取代 d 。 
4.7.2   在外磁场中铁磁流体固相微粒的旋转运动方程 
已有的假设是固相微粒为大小一致的圆球形并且都以统计平均速度旋转，单位体积铁磁流内 n个
固相微粒的旋转运动方程为 
2
1 2 m
d
nJ L L
dt


           (4.70 a) 
式中， n是固相微粒在铁磁流体中的数密度， 1J 是一个圆球形固相微粒的转动惯性矩 
5 2
1 1
8
0.1 ( )
15
pJ r V d         
式中， 2d r  。 
     在等速旋转下，则 
2
2
0
d
dt

  
此时作用于固相微粒上的粘性力矩 L 与磁力矩 mL ，大小相等而方向相反。即 
0mL L    
将式（4.34）右方括号内同时加减 H 而得 CH PH  ，而后与后式（4.43）一起代入上面的力矩平衡方
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程，得到 
06 ( ) 0CH PH M H                (4.70 b) 
4.8 铁磁流体的磁粘度系数
m  
4.8.1 磁化方程（4.65）与运动方程（4.70 b）联立解 yM  
由式（4.48）可见，外磁场对铁磁流体粘性的影响，就是由于 yM 的存在。 yM 表征磁化强度与外
磁场之间的不平衡，造成与涡旋力矩相反的磁力矩 mzL ，在式（4.39）中，右方的负号就说明磁力矩是
阻力矩。 
将方程（4.70 b）与M 作矢性积，就有 
06 ( ) ( ) 0CH PH M M H M            
用式（4.65）代入，就得 
0 0
6
6 ( ) ( ) 0CH
r
M M M M H M
t
 
 

 
               (4.71) 
引用记号 
0
6
rt 
 


 
                                (4.72) 
于是方程（4.71）成 
0( ) ( ) ( ) 0r CHt M M M M H M                          (4.73) 
将方程（4.73）逐项分解。 
1. CH M   
[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]
[( ) ( ) ]
CH CH y z CH z y CH z x CH x z
CH x y CH y x
M i M M j M M
k M M
    
 
     

     (4.74 a) 
2. 0M M   
0 0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z zM M i M M j M M k M M           (4.74 b) 
3. ( )M H M   
2 2
2 2
( ) [( ) ( )] ( )
[ ( ) ] ( )
( ) ( )
( )
x y z z x x y z
y z z x x z y x x y z
z x x z z y x y z z y x x
y z z x x x z
M H M iM jM kM kH iH iM jM kM
iM H j M H M H kM H iM jM kM
i M H M M H M H j M M H M M H
k M H M M H M H
          
      
     
 
  (4.74c) 
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将式（4.74 a）～式（4.74 c）代入方程式（4.73）中，然后按方向拆开，并且注意到图 4-1（b）有 0 0yM  ，
( ) 0CH y  ， ( ) 0CH x  以及式（4.68 c）给出的 0 0z zM M  ，于是三个方向的方程为 
2 2
0: ( ) ( ) ( ) 0CH z r y x x z x x z z y xi t M M M M H M M H M H           (4.75 a) 
: ( ) ( ) 0CH z r X y y z z y x xj t M M M M H M M H                    (4.75 b) 
2 2: 0y z z x x x zk M H M M H M H                                 (4.75 c) 
现在的目标是集中于求解 yM 。观察上述三个方程中，式（4.75a）与式（4.75b）只含 xM 的一次项，
由式（4.68 c） 0z zM M ，可以认为是已知的。所以利用这两个方程，消去 xM 就能获得 yM 的方程。
为此，将式（4.75 a），式（4.75 b）写成下面的形式： 
   2 201 ( )z z x x CH z r y z y xM H M M t M M M H             (4.76 a) 
 [( ) ] 1CH z r y x x z z yt M H M M H M          (4.76 b) 
使用下述几个关系式或定义式改写  ： 
0 1 1
0
0 0
3 3
1 1
3 ( )
( ), ,
1 , ( ) 1
p p p
p p r
p p p
p p
M V H V
M M L t
R T R T
V V
r r
 

 
 
  
 
 
  
   
         
   
 
于是有 
0 10 0 0
0 0 0
0 1
0 0 0
( ) 3 ( )1
6 6 6
1 1 1
( ) 0 5 ( )
2
p p pr B r r
B B
p p r r
B B
M L H Vt M H t t t
M H t M H k T t
M V H t t
L L
k T t M H t M H
    
       
 
 
    

     

  
   
 
 
引用记号 
0.5 ( ) re
B
t
L
t


           (4.77 a) 
则有 
0
0
1
6
r
e
t
M H

 

 
 
         (4.77 b) 
将式（4.77 b）用于方程组（4.76 a）和（4.76 b），并且各式两边通除以 0M ，就得 
22
0
2 2
0 0 0 0 0 0
1 ( )
y yx x xz z z
e CH z r e
M MM M HM H M
t
M H M M M M M H
  
   
       
   
 
及 
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0 0 0 0
( ) 1
y x yx z z
CH z r e e
M H MM M H
t
M H M M H M
  
   
    
   
 
两式联立消去
0xM M ，而后按 0xM M 的方次集项，就得 
3 2
2
2
2
0 0
2
2 2
0 2 2 2
2 2
0 0 0 0
2
0
2
0 0
( )
1 ( )
( ) ( ) 0
y yx x
e e CH z r
yx x x xz z
e e e CH z r
x x z
CH z r e CH z r
M MH H
t
H M H M
MM H H MM H
t
M H M H H M M
M H M
t t
M H M


 
  
   
  
   
     
   
    
        
     
 
  
 
  (4.78) 
由图 4-1（b）以及式（4.8 a）给出的 0x xH H ， 0z zH H ，从而有几何关系 
0
0 0
0 0
sin , cosx x z z
H M H M
H M H M
      
角度 0 是已知的常数。则方程式（4.78）成为 
3 2
2 2
0 0
0 0
2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0
0
2
0 0 0
( sin ) [ ( ) sin ]
[(1 cos ) sin sin cos ( ) ]
[( ) sin ( ) sin cos ] 0
y y
e e CH z r
y
e e e CH z r
CH z r e CH z r
M M
t
M M
M
t
M
t t


 
    
       
     
   
     
   
 
     
 
 
    (4.79) 
方程式（4.79）是一维三次方程。由式（4.68 b）知道 
0 0
( )
y x
PH z r
M M
t
M M
  
由于 0x xM M ，从而 0 0sinxM M  。即 0xM M 是小于 1的数，故有 0 ( )y PH z rM M t  。在通常的情
况下， ( )PH z rt  的量级是 3 210 ~10  。所以方程式（4.79）左方的首项是小于 9 610 ~10  的小量。于是，
略去三次方的首项以后，式（4.79）成为一维二次方程。引用记号 
0( ) sine CH z ra t               (4.80a) 
2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0
2 2 2
0
(1 cos ) sin sin cos ( ) =
(1 )(1 cos ) ( )
e e e CH z r
e e CH z r
b t
t


       
   
    
  
    (4.80 b) 
2
0 0(1 cos )( ) sine CH z rc t               (4.80 c) 
于是方程式（4.79）变成的简单形式为 
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2
0 0
0
y yM M
a b c
M M
   
     
   
       (4.81) 
上式的解是 
 
2
0
4
2
yM b b ac
M a
 
         (4.82) 
由式（4.80a）～式（4.80c）可以看到 b远大于 a和 c，而 0yM M 不能大于 1，故式（4.82）右方根号
前取负号。得到 0yM M 就是得到决定铁磁流体在外磁场中，额外产生的磁粘系数 m 的关键因素。 
4.8.2 磁粘系数
m 的计算关系式 
将式（4.48）改写 
0 0 0
04 4
y x y x B
m
fz fz B
M H MM H H t
M H t


 

 
    
       
    
 
利用给出 e 的式（4.77 a）与式(4.77 b)所使用过的有关 0M 、 、 Bt 、  、 1( )PV 的式子加上 cC   ，
0sinxH H  ，以及式（4.82）代入上式，则有 
3
2
0
3 0.5 ( ) 4
1 sin
2 2
m p c
fz B p
L b b ac
C
t r a


  
   

   
    
 
    (4.83) 
4.8.3在一些特定情况下的 m  
1.概述 
本节所述的特定情况，实际上是最常见、最有用的情况。除了铁磁流体作为高速滑动轴承的润滑
剂以外, ( )CH z Bt  是很小的小量，它的二次方可以略去而不会造成不可接受的误差。由式（4.80a）～式
（4.80c）可见，b值的量级是 1，而乘积 ac值的量级是二阶小量 2 2( )CH z rt  ，即 6 410 ~10  。所以， 24ac b ，
于是式（4.83）右方的二次方程根项 
2 24 (1 2 )
2 2
b b ac b b ac b c
a a b
   
   
将式（4.80 b）、（4.80 c）以及式（4.77 a）代入上式并略去二阶小量 2 2( )CH z rt  ，就有 
2
0
0
( ) sin4
2
1 0.5 ( )
y CH z r
r
B
M tb b ac c
M a b t
L
t



 
 
 
  
 
  
 
     (4.84) 
于是式（4.83）成为 
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3
2
0
0.5 ( )
( )3
1 sin
2
1 0.5 ( )
r
B CH z
m p c
p fzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

   

 
 
         
 
    (4.85a) 
或用 ( )CH z Cz Hz    代入，就有 
3
2
0
0.5 ( )
3
1 1 sin
2
1 0.5 ( )
r
B CzHz
m p c
p Cz fzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

   
 
 
   
             
 
   (4.85b) 
以下，就式（4.85 b）讨论对磁粘系数
m 的影响因素。 
    2.外磁场对
m 的影响 
    外磁场对 m 的影响包括三个方面，即：外磁场矢量 H 与基载液涡旋速度矢量 Cz 之间的夹角 0 ； 
外磁场矢量 H 的旋转速度 Hz 与基载液涡旋速度 Cz 的相对关系；外磁场强度H 的模 H之强弱。  
①外磁场矢量 H 与基载液涡旋速度矢量 Cz 之间的夹角 0  
a. 若H 与 Cz 平行，即 0 0  ；或两者反平行， 0  ，则 0sin =0，即 
0m   
简单地说，就是平行外磁场对铁磁流体的粘度不产生影响。 
b. 若 H 与 Cz 垂直，即 0 2  ，则 0sin 1  ，此时外磁场具最大影响，即 
30.5 ( )
3
1 1
2
1 0.5 ( )
r
B CzHz
m p c
p Cz fzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

  
 
 
   
             
 
    (4.86 a) 
简单地说，垂直外磁场对铁磁流体的粘度影响最大。 
②磁场矢量的旋转速度 Hz  
a. 静止外磁场 0Hz  ，  
3
2
0
0.5 ( )
3
1 sin
2
1 0.5 ( )
r
B Cz
m p c
p fzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

   

 
 
         
 
    (4.86 b) 
b. 外磁场与基载液同频同向旋转，即 Hz Cz  ，则 
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0m   
由此可见，必须存在外磁场与基载液之间的相对转速，才有
m 的发生。 
c. 外磁场的转速快于基载液的涡旋转速，即
Hz Cz  ，则 
3
2
0
0.5 ( )
3
1 1 sin
2
1 0.5 ( )
r
B CzHz
m p c
p Cz Hzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

   
 
 
   
            
 
   (4.86 c) 
由上式可见，这种情况下外磁场使铁磁流体的粘度降低。因为此时磁场造成M 与H 间的滞后相位角，
磁力矩成为微粒旋转的驱动力矩。 
     d. 外磁场旋转与基载液涡旋方向相反，则 
3
2
0
0.5 ( )
| |3
1 1 sin
2 | |
1 0.5 ( )
r
B CzHz
m p c
p Cz fzr
B
t
L
t
C
rt
L
t





 

   
 
 
   
             
 
  (4.86 d) 
在这种情况下，外磁场恒使铁磁流体的粘度增大。 
③外磁场 H 强弱的影响 
外磁场强度的数值包含在参数 之中，即 
0 1
0
p pM V H
k T

   
在式（4.85 b）中，含有分式因子 (1+ )e e  ， e 由式（4.77 a）所定义，即 
0.5 ( ) re
B
t
L
t


    
将 (1+ )e e  对 e 求导，有 
2
1
0
1 (1 )
e
e e e
d
d

  
 
  
  
 
故分式 (1 )e e  随 e 的增大而增大。在 e 中， rt  和 Bt 均与磁场无关。所以 e 随 H 的改变取决于
 L  ，于是取导数为 
2
cosh sinh
0.5 [ ( )] 0.5 ( coth 1) 0.5
sinh
e r r r
B B B
d t t td d
L
d t d t d t
  
  
   
   
   

         (A) 
上式的右方分母 2sinh 恒为正值，而分子对 取导有 
2(cosh sinh ) 2sinh 0
d
d
   

    
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所以分子是随 增大的函数。但式（A）右方当 0  时，成为 0 0的不定式，但 0  的极限用 L’Hospital
法则得 
2
20 0 0
cosh sinh 2sinh
lim lim limtanh 0
sinh 2cosh sinh  
   

    

                (B) 
由式（A）与式（B）可知，只要 0  ，则 ed d  恒大于零，此即磁粘系数 m 随外磁场强度 H 增大
而增大。 
3.铁磁流体的固相微粒的影响 
固相微粒的尺寸 
a.小尺寸微粒，完全内禀性磁松弛 
此时 Neel扩散时间
Nt 远远小于 Brown扩散时间 Bt 即 
0Nr
B B
tt
t t
   
由式（4.85 b）可见， 0m  ，这个结果说明内禀性铁磁流体的粘度几乎不受外磁场的影响。虽然固相
微粒本体受基载液体涡旋的驱动而旋转，但统计平均的磁矩（表现为铁磁流体的磁化强度M ）,却始终
保持与外磁场共线而不发生磁力矩。此时铁磁流体只表现出涡粘系数 v 。 
    b.大尺寸微粒完全非内禀性磁松弛 
此时 r Bt t ，则有 
1r
B
t
t
  
于是式（4.85 b）成为 
3
2
0
3 0.5 ( )
1 1 sin
2 1 0.5 ( )
CzHz
m p c
p Cz fz
L
C
L r

  
   
   
   
          
   (4.86 e) 
微粒的固体体积 1pV 不仅影响磁松弛时间，而且使 成比例地改变。微粒表面的分散剂链分子层，不仅
使 p 增大到  ，而且也改变 Brown松弛时间 Bt 。这些都对 m 有影响。 
微粒的固相材料的影响 
微粒固相材质的作用表现在 分子中的 pM 。它是固相材料所固有的磁化能力。它对 m 的影响完
全可以套用 H 影响的分析。显然， pM 越高，在外磁场中产生的磁力矩越大，增强了固相微粒抵制液
相涡旋的能力，这将表现为铁磁流体的粘度增大。 
 
4.9 在旋转外磁场中，铁磁流体的粘度系数 H  
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4.9.1 概述 
式（4.41）表示铁磁流体在外磁场作用下其粘度系数是两部分之叠加，即无外磁场或与外磁场无关
的涡旋粘度系数
v (或用 0f )，与在外磁场作用下产生的磁粘度系数 m （或用  ），两者简单地代数
相加。用式（4.38 b）与式（4.85 b）代入式（4.41），即得 
3
2
0
3
(1 0.5 2 ) 1 1 sin
2 1
e CzHz
H c p
e p Cz fz
C C
r
   
 
     
  
    
              
   (4.87) 
式中
e 见式（4.77 a)，如果使用 0f ，则由式（3.57）代入得 
3
2 1 2
0
3
(1 2.5 1.55 ) 1 1 sin
2 1
e CzHz
H c p
e p Cz fz
C
r
  
 
     
  

    
              
  (4.88) 
式中 3(1 )P pr    。虽然式（4.87）与式（4.88）比 Shiliomis公式
[2]多包含一些影响因素，但是考虑
磁作用的基本思路和处理方法仍然是 Shiliomis提出的。不过，以增量形式表示磁作用而与涡旋作用相
叠加的形式值得推敲，尤其是式（4.88）中的涡粘系数与磁作用增量两部分具有不一致的前提条件。涡
粘系数的基础是 Einstein公式，它以固相微粒等同液相微团涡旋的状态，绕其瞬心点滚动得出的，而外
磁场对粘度的贡献必须存在固液两相间旋转速度的滞后。也就是说，存在外磁场时，Einstein公式成立
的条件已不存在。所以式（4.88）的合理性是有疑问的。虽然式（4.87）中，涡粘系数 v 的导出取消了
固液同频的前提，但两部分简单叠加的形式没有改变。 
有鉴于此，本节提出一个将涡粘作用和磁力矩作用融合在一起的 H 之关系式。为此，先讨论两个
转速比，即 ( ) ( )PH z CH z  和 ( )PH z fz  。 
4.9.2 固液两相的相对转速比 ( ) ( )PH z CH z   
由力矩平衡方程式（4.70 b） 
06 ( ) ( ) 0CH PH M H          
左边展开成分量的形式 
 
0
6 [( ) ( ) ] [( ) ( ) ] [( ) ( ) ]
( ) ( ) 0
CH x PH x CH y PH y CH z PH z
x y z x y
i j k
iM jM kM iH kH
        

     
    
 
由图 4-1（b），除 H 在 y方向无分量以外，坐标系取向使涡旋在 x和 y方向也无分量，于是只取 z方向
的平衡得 
06 [( ) ( ) ] 0CH z PH z y xM H               (C) 
上式改写成 
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0 0
0
( )
1 ( ) 0
( ) 6
y xPH z
CH z
CH z
M HM H
M H 


  
 
   
 
      (D) 
由式（4.84）并且注意到式（4.77a），则有 
 
0 0
0
( ) ( )
sin sin
1
1 0.5
y CH z r CH z r
er
B
M t t
M t
L
t
 


 
 

 
 
 
  
 
 
将上式以及 0sinxH H  代入方程式（D），约去公因子 ( )CH z 之后，得 
0 0 2
0
( )
1 sin 0
( ) 6 1
rPH z
CH z e
M H t 
 


   
  

 
将式（4.77 b）用于上式，则有 
2
0
( )
1 sin 0
( ) 1
ePH z
CH z e


 
  

 
于是最终有 
2
02
0
1 cos( )
1 sin
( ) 1 1
e ePH z
CH z e e
  

  

  
 
      (4.89) 
4.9.3 固相微粒的相对转速与铁磁流体的涡旋转速之比 ( )PH z fz   
设包含有一个微粒的铁磁流体之平均体积为 1fV ，其质量为 1fm ，则由动量守恒知道， 1fm 的动量
等于 1fV 内所包含的固相微粒的动量和液相的动量之和，即 
1 1 1 1 1 1( ) ( )f f p f c p c f cm U m U m m U m U U m U         
式中 1m 是一个具有分散剂附着层的微粒质量。上式可改写成 
1 1 1( ) ( )f f f p p c f f cV U V U U V U       
式中  是具有分散剂附着层的微粒的平均密度，见式（4.69）。上式两边同除以 1f fV ，得 
( )f p c c
f
U U U U



    
将铁磁流体中数目极为巨大的固相微粒视为一种“连续 ”的粒子流，则上式两边取旋度，由
2U    ，并且取  之平均值，就有 
( )f p c c
f



    

    
将上式写成相对转速，并仅取其 z方向分量的方程，就有 
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( ) [( ) ( ) ] ( )fH z PH z CH z CH z
f



    

    
或改写 
( ) ( ) ( ) ( )
1 1
( ) ( ) ( ) ( )
fH z CH z CH z CH z
PH z f PH z PH z f f PH z
  
  
      
  
      
  
         
   
 
用式（4.89）代入 
2
0
( ) 1
1
( ) 1 cos
fH z e
PH z f f e
 
 
   
 
    
  
      
      (4.90) 
由
( )( ) ( ) ( )
1
( ) ( )
fH zPH z PH z PH z H z
f z fH z f z fH z f z
   
    
 
    
 
，用式（4.90）代入右方，即得 
1
2
0
1( )
1 1
1 cos
ePH z H z
f z f f e f z
 
 
   
 
     

    
               
     (4.91) 
 
4.9.4 在旋转外磁场中，铁磁流体粘度的另一种关系式 
流体内摩擦力的传递是一种分子动量的输运过程。所以作为一种混合物的铁磁流体，其动量输运
通量应当等于它所包含的固液两种成分的动量输运通量之和，于是由式（3.54b），对于均匀铁磁流体有 
(1 )H f c C p P            
上式可改写 
(1 ) ( ) ( )H f c C H H p p H H                    
于是有 
(1 ) ( ) ( )H f c CH H p PH H                
上式可分解到三个坐标轴方向，按照图 4-1（a）只需取 z轴方向，即 
(1 ) ( ) ( ) [(1 ) ]H fz c CH z p PH z c p HZ                      
两边通除 fz ，就有 
( ) ( )
(1 ) [(1 ) ]
( )
CH z PH z Hz
H c p c p
PH z fz fz
   
  
        
  
 
      
 
   (4.92) 
式中 ( ) ( )CH z PH z  和 ( )PH z fz  分以式（4.89）与式（4.91）代入， p 以式（4.38a）代入，结果得出 
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1
2 2
0 0
1 1
(1 ) (1.5 2 ) 1 1
1 cos 1 cos
(1 0.5 2 )
e e Hz
H c
e f e f fz
Hz
fz
C
C
 
    
  
    
     
      

 

       
                        

  

 (4.93) 
在式 (4.93)中，磁作用表现在 e 中，涡旋作用表现为 fz ，外磁场方向和转速反映为 0cos 和 Hz ，此外
两体积分量与质量比也以  ，C和 f  体现。对于式（4.93）有两方面需要讨论： 
1.在下述任一情况下， H 均将蜕化为 (1 0.5 2 )v c C         
①不存在外磁场， 0H  ，则 0e  ， 0Hz  ； 
②外磁场 H 与铁磁流体涡旋矢量
fz 平行，则 0 0  ； 
③外磁场与铁磁流体同频旋转，即 Hz fz  ； 
④完全内禀铁磁流体，则 0e  ， H v  。 
2.式（4.93）中，唯一的未知数是 fz ，将 H 的式（4.93）用于铁磁流体混合流的涡量方程中，则 H
式中的 fz 参与到涡量方程的求解函数之中。 
4.9.5  本章结束语 
尽管式（4.87）、式（4.88）及式（4.93）在形式上包括了多种因素，但对真正解决铁磁流体在外磁
场中的粘性问题，仍然是不够的。因为本章在认为铁磁流体是一种牛顿流体的基础上得到 H 的关系式。
但实际上 ，铁磁流体大多数表现为非牛顿流 Bingham拟塑性体，它既有屈服应力，又存在剪切稀化[1]。
外磁场在一定范围内使铁磁流体的表观粘性增加，而剪切率使表观粘性降低，所以在外磁场中铁磁流
体的表观粘度不是线性的。文献[1]利用一些公开的实验数据得出铁磁流体的二次型粘度系数。在文献
[2]的表 8.1 中所列出的煤油基铁磁流体粘度的实验数据，明显地反映了铁磁流体的非牛顿流性质。表
4-4摘录文献[2]表 8.1的相关数据。从其中可以看出在表中的磁场强度范围内，铁磁流体的粘度系数随
磁场强度增大而增大，但在高剪切率下，表观粘度增量小于低剪切率下的，剪切稀化是显而易见的。
关于铁磁流体的非牛顿流问题可参考文献[1]的专门章节。 
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表 4-4  铁磁流体粘度增量 
 
 
 
参考文献 
[1]池长青，铁磁流体的物理学基础和应用[M]。北京：北京航空航天大学出版社，2011。 
[2]Rosensweig，R. E.，Ferrohydrodynamics [M]。Cambridge University Press，1985。 
[3]池长青，王之珊，赵丕智，铁磁流体力学[M]。北京：北京航空航天大学出版社，1993。 
T  1S     （实验值） 
 
0.089 
4.6 0.30 
11.5 0.34 
230 0.26 
 
0.714 
46 0.60 
115 0.70 
230 0.55 
 
2.14 
46 1.15 
115 1.02 
230 0.44 
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第五章 铁磁流体混合流 
5.1  概述 
铁磁流体混合流是将液相基础载体和固相磁性微粒合在一起，作为一种单一的流态物质来处理。
为了解决连续性的问题，将两相的有关物性参数，诸如密度，粘度，比热容等，使用 函数将两相参
数混合取平均值，从而近似地建立铁磁流体是一种“单相”的连续介质的观念。在这样的基础上，普通
流体力学的一切处理方法均适用于铁磁流体。 
但是铁磁流体与普通两相流有不同之处，最重要的是铁磁流体对外磁场有响应能力。在它的动力
学方程组中，包括反映外磁场施加于铁磁流体的作用，如磁力、磁力矩、磁化功等。 
在铁磁流体中只有固相成分能够对外磁场做出响应。这些处于纷乱热运动之中的细小的固相微粒，
在外磁场作用下，各个微粒克服纷乱的热运动影响，而在不同程度上其磁矩倾向外磁场的方向。所以
整体铁磁流体所呈现的宏观磁化强度M ，就是大量微粒的磁矩在外磁场方向投影的统计平均值，其平
均因子就是 Langevin函数  L  。 
正是因为铁磁流体的磁化强度M 是大量微粒的磁矩在外磁场方向投影的统计平均值。所以当铁磁
流体处于静止时，磁化强度M 总是平行于外磁场 0B （即 0 H ）。但是在流动状态下，由于铁磁流体是
一种粘性较大的液体，所以必定会发生涡旋，从而对固相微粒产生粘性力矩推动固相微粒旋转。当磁
力矩与粘性力矩相平衡之后，磁化强度M 与外磁场 0B 之间存在一个相位角 m 。 
磁力矩和粘性力矩同时作用于固相微粒上，但两者在物理机制上很不相同。磁力矩只作用于磁矩
上，它关系到 Neel扩散的磁松弛；粘性力矩是基载液体对微粒本体的作用，它关系到 Brown扩散的磁
松弛过程。已经知道内禀性小尺寸固相微粒的磁松弛取决于 Neel扩散，非内禀性的大尺寸微粒的磁松
弛取决于 Brown扩散[1,2]。 
磁松弛对铁磁流体的动力学方程，有很重要的影响。若磁松弛过程相对于铁磁流体的运动是极其
快的，以致于其磁化强度M ，在流场中处处都与外磁场相适应，这就是所谓的“磁平衡流”。若磁松弛
过程相对于铁磁流体的运动非常地慢，以致于铁磁流体的磁化强度M 在流场中来不及随外磁场改变，
这就是所谓的“磁冻结流”。实际的情况是介于磁平衡流和磁冻结流之间，即“磁松弛流”。可以说，磁平
衡流与磁冻结流两者均是磁松弛流的极端特例。一般说来，完全内禀性的铁磁流体很接近磁平衡流，
在其动力学方程中，磁化强度可以按实验的磁化曲线计算，或者用 Langevin函数估计。对于磁冻结流，
铁磁流体的磁化强度M 在流场中是常矢。最接近于磁冻结流的情况是，完全非内禀性铁磁流体的高速
势流流动。因为在势流中，推动固相微粒旋转的涡旋不存在或很微弱，而非内禀性性质又使磁矩对外
磁场的方向变化反应不够快。在高速流动下来不及松弛就随流动离开外磁场所在的区间。于是可以近
似地认为铁磁流体通过外磁场区间时，其磁化强度M 保持不变的 iM ，不过由于外磁场可能是位置的
函数，则仍然会有磁力，即 Kelvin力作用于铁磁流体上。 
在磁平衡流中，无论微粒本体是怎样的旋转，其磁矩总是时时处处与外磁场相适应，也就是“不会”
发生磁力矩。所以，微粒本体与其磁矩似乎是“轴承”式的联结，只能传递力而不能传递力矩。在磁冻
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结流中，微粒本体和磁矩之间似乎是“锁定”在一起的。无论外磁场如何改变，只要微粒本体不旋转，
磁矩就在方向上保持一定。 
对于普通的两相流，液相的涡粘力矩与固相颗粒的转动惯性相平衡，所以它是一种内力矩，不出
现在动力学方程中，不影响两相流体的运动状态。而在铁磁流体中，固相微粒极其细小，它们的旋转
惯性可以略去不计，涡粘力矩只与同时作用于微粒上的磁力矩相平衡。磁力矩是外磁场施加的所以是
外力矩。作用于固相微粒上的磁力矩，因固相微粒的分布而在铁磁流体中处处存在，所以它是一种彻
体力矩。随着外磁场的不均匀，磁力矩也不均匀。从而导致一种附加的彻体力，不言而喻，这是一种
外力。 
磁力矩造成铁磁流体内部的角动量，Rosensweig等人认为现有的理论对这个问题的理解不完善，
所以提出了“极性流体”的概念[2]。在极性流的分析中，纳入了磁力矩和它诱导出的附加力。 
 
5.2 固相微粒的动量矩方程 
圆球形固相微粒的绕轴动量矩是 
1 PS J           (5.1 a) 
式中 1J  是一个微粒的惯性矩 
5 2
1 1
8 2
( )
15 5
PJ r V r                (5.1 b) 
上式右方的 1( )pV  、 r 、  依次按式（4.12 b）、式（4.12 a）与式（4.69）计算。 
设铁磁流体内固相微粒的数密度是 n，则单位体积铁磁流体中固相的平均惯性矩为 
2
1 1
2
( )
5
pnJ n V r     
用 1 1( )p p pn V V    代入，则有 
2 2
1
2 2
( )
5 5
pnJ r r                 (5.1 c) 
式中 p     是有分散剂附着层的固相在铁磁流体中的分密度。 
铁磁流体内单个微粒的动量矩方程是 
1
1 1m
dS
L L
dt
          (5.2 a) 
式中各项的下标“1”表示一个微粒。对于单位体积铁磁流体内，固相微粒的平均动量矩方程是 
1 1
1 1
( ) ( )
m
B
d nS d nS
nL nL
dt dt

 
    
 
       (5.2 b) 
上式右方第三项是因 1S 和 n不均匀而引起的动量矩扩散。这种扩散的机制是 Brown扩散，其净效应是
定向的，即从高 1S 和 n的区域向低 1S 和 n的区域扩散。以下给出方程式（5.2 b）的各项。 
1. 1
( )d nS
dt
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用 1( )pn V  和 1 1 PS J  代入，并且注意 1( )pV  和 1J  均为平均值，所以是常数，于是 
11
1
( )( )
( )
P
p
J dd nS
dt V dt
 

 
        (5.3a) 
2. 1mnL  
1 1 0 1 0 0
1
( ) ( )
p
m p p
p
nL nm L B m L B M B
V

           (5.3 b) 
式中
1pm 是一个微粒的磁矩。 
3. 1nL  
由式（2.92 a）和式（2.72 b），有 
1 1
1
6( ) ( ) 6 ( )
( )
p C P C P
p
nL V
V

    


              (5.3 c) 
4. 1
( )
B
d nS
dt
 
 
 
 
在一般情况下，Brown运动是纷乱无序的，随机的，运动在各个方向上都有相同的几率，因而不
引起宏观迁移现象。但是，①若在铁磁流体内，固相微粒的浓度（以数密度 n计量）分布不均匀，则
必然出现固相微粒由高浓度区向低浓度区的扩散，从而也携带广义动量迁移；②若铁磁流体内各处的
固相微粒所具有的广义动量不相等，则在热运动中，微粒之间持续地换位和不断地碰撞，同样造成广
义动量的迁移。虽然物质浓度的净效应是零，但动量的传递是定向的，其净效应是高动量处向低动量
处迁移。 
上述两种因素引起的动量迁移，都依赖 Brown扩散而实现其定向的宏观净效应。这两种动量都遵
守 Fick定律，即 
1( )=s p p
i i
nSS
q D D
x x
 

  
 
                       (5.4) 
式中 sq 是动量矩的迁移流量，即单位时间内穿过单位面积的固相微粒所携带的动量矩。 pD  是式（3.71）
所给出的扩散系数， pD  是考虑了分散剂附着层的影响，即 
2
0 2 1= =
6 3
1
p p
c B c
p
k T r
D D
r t
r
 

 

 


      (5.5) 
在图 5-1中，以平行于坐标面 xOy的上下两表面的情况为例，导出 S各分量通过此二平面的净通
量。规定進出六面控制体的流量，进为正，出为负，于是通过上下表面的净通量为： 
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1 1
1 1
1 1
1 1
2 2 2 2
2 2 2 2
z z
p z z
x x
x x
S Sn dz dz n dz dz
D n S n S
z z z z z
S Sn dz dz n dz dz
n S n S
z z z z

            
                               
         
                        
1 1
1 1
2 2 2 2
y y
y y
S Sn dz dz n dz dz
n S n S dxdydt
z z z z


 
          
                           
 
略去二阶小量，得 
1 1 1
2 2
1 1 12 2
( ) ( ) ( )
( )
p z x y
p z x y p
D nS nS nS dzdxdydt
z z z z
S
D nS nS nS dzdxdydt D dxdydzdt
z z

 
    
         
 
  
 
 
同样，通过平行 yOz坐标平面的前后量平面的动量矩净通量是 
2
2p
S
D dxdydzdt
x



 
通过平行 zOx坐标平面的左、右两侧平面的动量矩净通量是 
2
2p
S
D dxdydzdt
y



 
式中
1 1 1 1x y zS nS nS nS nS    是单位体积铁磁流体内的动量矩。通过六个平面的动量矩净通量总和是 
2 2 2
2
2 2 2
( )p p
S S S
D dxdydzdt D S dxdydzdt
x y z
 
   
         
 
微元六面控制体界面上动量矩迁移的净通量必引起六面体内部动量矩的变化，在 dt时间内其变化量为
( )BdS dxdydz，由动量矩守恒，得 
2( ) ( )B pdS dxdydz D S dxdydzdt   
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于是，单位体积铁磁流体内，由于 Brown扩散引起的动量矩变化率为 
12 2
1
( )
( )
p p P
pB
JdS
D S D
dt V

  

 
 
     
 
        (5.6) 
将式（5.3a）～式（5.3c）及式（5.6）代入方程式（5.2b）中，就有 
1 1 2
0
1 1
( )
6 ( ) ( )
( ) ( )
P
C P p P
p p
J d J
M B D
V dt V
  
   
 
 
               (5.7) 
固相微粒在铁磁流体内的旋转是一种Re数极低的运动，所以方程式（5.7）的左方惯性项可以略去。
其右方第三项系数与第二项系数相比，大约是 1010 的量级。所以方程式（5.7）提供了磁力矩与粘性力
矩的平衡关系，即 
0 6 ( )P CM B                   (5.8) 
5.3彻体力矩 bL 引起的附加力 Lf  
彻体力矩在铁磁流体内通常造成剪应力环流。若彻体力矩是位置的函数时，则其剪应力环流除合
成力矩之外，还可能合成力，即附加力 Lf 。 
如图 5-2，在流场中取出一个微元六面控制体，其内部的彻体力矩引起六个表面上的剪应力环流。
由于内部彻体力矩不均匀，表面上的剪应力就有增量。为了和一般剪应力相区别，剪应力环流用表
示。 
 
由图 5-2可见 
2 2 2
2 2 2
( )
yz yz
bx yz yz
zy yz
zy zy
yz zy
dy dy dy
dL dzdx
y y
dz dz dz
dxdy
z z
dxdydz
 
 
 
 
 
         
           
       
         
         
       
  
 
于是单位体积铁磁流体内的彻体力矩是 
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2 2bxbx yz zy yz zy
dL
L
dxdydz
                  (5.9a) 
同样可有 
2 2by zx xz zx xzL                   (5.9b) 
2 2bz xy yx xy yxL                   (5.9c) 
关于附加力 Lf ，它是表面剪应力之合成。如图 5-2，在平行于 xOy坐标面的表面上 y向剪应力的
合成为 
2 2
zy zy zy
zy zy zy
z dz
dF j dxdy j dxdydz
z z z
  
 
         
          
      
 
于是对于单位体积的铁磁流体，则有 
zy zy
zy
dF
f j
dxdydz z
 
  

 
如图 5-2在平行于 zOx坐标面的表面上， z向剪应力的合成结果为 
yz
yzf k
y
 


 
仿照上面
zyf 和 yzf 的导出过程，同样可得其它表面上的剪应力的合成结果，归纳写出 
,
,
,
xy yx
xy yx
yz zy
yz zy
zx xz
zx xz
f j f i
x y
f k f j
y z
f i f k
z x
 
 
 
   
   
  
   
   
  
  
   
  
       (5.10) 
将式（5.10）按方向归项，给出 
yx xy zy yzzx xz
Lf i j k
z y x z y x
                 
          
          
     (5.11a) 
用式（5.9a）～式（5.9c）代入上式，就得附加力 Lf 与彻体力矩 bL 的关系，即 
1
2
by bybz bz bx bx
L
L LL L L L
f i j k
z y x z y x
          
          
          
   (5.11b) 
或合并写成 
1
2
L bf L           (5.11c) 
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在外磁场中，由外部施加到铁磁流体内的彻体力矩就是磁力矩 mL ，即 
01 ( )
2 2
mLf L M H

            (5.12) 
 
5.4铁磁流体中，固相微粒的平动运动方程 
单个固相微粒在铁磁流体中运动时，所受到的力有基载液的粘性阻力
1vF ，压差力 1pF ，外磁场的
磁力
1mF ，磁力矩引起的附加力 1LF 、所有力的下标“1”表示一个微粒受到的力。 
单个微粒的运动方程和微粒流的运动方程不完全相同，但其所涉及的一些关系式，在微粒流中是
有用的。 
对于单个微粒的牛顿第二定律方程为 
1 1 1 1 1( )
p
p m v L p
dU
V F F F F
dt
             (5.13) 
方程式（5.13）已略去重力。下面对方程式（5.13）逐项给出具体关系式。 
1. 1mF  
设在铁磁流体中，到处都没有传导电流穿过，也没有剩余束缚电流存在，则固相微粒受到的磁作
用力就是 Kelvin力，即 
1 1 1 0m k pF F m B    
2. 1vF  
它是液相作用于固相的粘性力。对于一个固相微粒则式（2.89c）给出 
1 ( )v d p cF C U U    
式中
pU 和 cU 分别是固相微粒和基载液体的速度矢量， dC 是阻力系数，即 
6d c pC r  
若计及分散剂附着层的厚度 ，则有 
6d cC r   
3. 1LF  
在铁磁流体中，唯一的作为彻体力矩存在的外力矩就是磁力矩，将式（5.12）改写成只对一个固相
微粒，则有 
1 1 0
1
( )
2
L pF m B    
对于一个微粒，式（5.8）可以写成 
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3
1 0 8 ( )p P Cm B r       
于是作用于一个微粒上的附加力是 
3
1 1 0
1
( ) 4 ( )
2
L p P CF m B r              (5.14) 
4.
1pF  
注意到
1vF 是固相微粒在铁磁流体中运动所引起的正应力和切应力扰动的合成结果。未受扰动的压
力被假定为常数而不包括在力 1vF 中。但是，若未受扰动的压力是不均匀的，则将压力在固相微粒中心
O点处展成 Taylor级数，并且只取头两项，就有 
0
0
i
i
p
p p x
x

 

 
 
在固相微粒表面上坐标 cosi px r  ，作用于微元球台表面上的力 1pdF 是压力在 ix 方向之投影乘 pds ，即 
1 0 0
0 0
cos cos cos cos 2 sinp p p p p p
i i
p p
dF p r ds p r r r d
x x
      
    
          
       
 
于是整个微粒表上的压差力是积分 
2
1 1 0
0 0
0
2 2 3 3
0 1
0 0
cos 2 cos sin
1 1 4
2 cos cos
2 3 3
p p p p
i
p p p p
i i i
p
F dF p r r d
x
p p p
r p r r V
x x x
 

    
   
 
    
  
    
             
 
 
上式最右省去了压力梯度的下标“0”，若取 ix 的下标 1i  ，2，3，则 ip x  就是 p ，于是 
3
1 1
4
3
p p pF r p V p             (5.15a) 
考虑分散剂附着层，则上式成为： 
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3
1 1
4
( )
3
p pF r p V p               (5.15b) 
将以上各项结果代入方程式（5.13）中，就得单个微粒的运动方程为 
3 3
1 1 0
4
( ) 6 ( ) 4 ( )
3
p
p p c p c P C
dU
V m B r U U r r p
dt
                     (5.16) 
若考虑到固相微粒在铁磁流体中的运动是很低Re数的运动，则上式左方的惯性项可以略去。上式右方
的第三项和第四项的系数中含有 3r ，而第二项的系数中只有 r ，所以第三项和第四项相对于第二项是
很小的，于是就有近似平衡关系，即磁场力与粘性力的平衡 
1 0 6 ( )p c p cm B r U U           (5.17) 
5.5外磁场转速 H 和涡旋转速 C 不相同时，铁磁流体内的磁力矩和附加力 
5.5.1概述 
无论是磁平衡流或是磁冻结流都是极端的简化情况。实际中的一般情况是，固相微粒在铁磁流体
流动过程中，受到磁力矩和涡粘力矩的作用，持续地处于旋转状态，而其磁矩的 Neel松弛和微粒本体
的 Brown松弛也持续地伴随进行。这样的一般情况可以称之为磁松弛流动。 
在铁磁流体流动中的所谓磁松弛过程，仅指铁磁流体磁化强度的变化。所以第四章中的磁化方程
式（4.86a）~式（4.68c）是磁松弛分析的基本方程。 
磁松弛过程中铁磁流体磁化强度的变化，改变铁磁流体所受到的磁力矩和磁场力。同时，磁松弛
还使铁磁流体的粘度改变。最后的结果就将影响铁磁流体的运动状态。 
 
5.5.2磁松弛流的磁力矩和附加力的一般关系式 
1.磁力矩 mL  
由图 4-1的模型，式（4.85）表明，当外磁场转速 Hz 与液相的涡旋速度 Cz 不相等时，必定存在
磁力矩 mzL ，它与作用于固相微粒本体上的涡粘力矩相平衡，从而产生粘性系数的增量，即磁粘系数 m 。 
将式（4.77a）代入式（4.84）之右方分母中，就有 
0
0
( )
sin
1
y CH z
r
e
M
t
M






        (5.18a) 
再以式（4.89）置换 ( )CH z ，则得 
02
0 0
( )
sin
1 cos
y PH z
r
e
M
t
M



 


       (5.18b) 
将式（4.91）改写成 
2
0
2
0
1 cos
( ) ( )
1 sin
e
PH z fz Hz
e e
f


 
  

   


 
 
     (5.18c) 
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将式（5.18c）代入式（5.18b）右方分子中，给出 
0
20
0
( )sin
1 sin
y r
fz Hz
e e
f
M t
M



  

   

 
 
     (5.18d) 
引用记号 
2
01 1 sin
r
m
e
f
t
R 



  


 
   
 
       (5.19) 
mR 是表示磁松弛的一个综合参数，将式（5.19）代入式（5.18d），则有 
0 0
0
( )sin ( ) sin
y
m fz Hz m fH z
M
R R
M
             (5.20a) 
由式（4.68a）与式（4.68b）  
0( ) , ( )PH z r y x x PH z r x yt M M M t M M       
两式相除，消去 ( )PH z rt  ，得 
2 2
0x x x yM M M M    
对 xM 求解，有 
2 2
0 0
1
( 4 )
2
x x x yM M M M           (A) 
又由式（4.68b）代入式（4.68a）消去 yM ，得 
2 2
0 [1 ( ) ]x x PH z rM M t           (B) 
式中， 2 2( )PH z rt  与 1相比是二阶小量，故 xM 与 0xM 非常接近。于是式（A）右方根号前取正号。此外，
由式（4.68b）知道 yM 与 xM 相比是一阶小量。故式（A）可近似处理为 
2
2
0 0 0 0 2
0 0
1 1
1 4 1 2
2 2
y y
x x x x x
x x
M M
M M M M M
M M
                
        
 
于是就有 
2
0
0
y
x x
x
M
M M
M
   
或写成 
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2
0 0
0 0 0 0
yx x
x
MM M M
M M M M
 
   
 
        (C) 
由图 4-1（b）可见， 0
0
0 0
sinx x
M B
M B
  ， 0
0 0
cosz z
M B
M B
  ，以及利用式（5.20a），则式（C）可以写成 
2 2
0
0
sin ( ) sinx m fH z
M
R
M
           (5.20b) 
将磁力矩的关系式（4.47a）～式（4.47c）改写成 
0 0
0 0
y z
mx
M B
L i M B
M B
 
  
 
        (5.21a) 
0 0
0 0 0 0
x xz z
my
B MM B
L j M B
M B M B
 
  
 
      (5.21b) 
0 0
0 0
y x
mz
M B
L k M B
M B
 
   
 
       (5.21c) 
将已经用过的图 4-1（b）中的正弦和余弦关系，以及式（5.20a）、式（5.20b）代入上面的式）（5.21a）～
式（5.21c），就得磁松弛情况下的磁力矩是 
0 0 0 0( ) sin cosmx m fH zL iR M B          (5.22a) 
2 2
0 0 0 0( ) sin cosmy m fH zL jR M B          (5.22b) 
2
0 0 0( ) sinmz m fH zL kR M B          (5.22c) 
合成的磁力矩是 
0 0 0 0 0 0( ) [ cos ( ) cos sin ]sinm m fH z m fH zL R M B i jR k           (5.22d) 
2.附加力 Lf  
由外部施加到铁磁流体中的彻体力矩就是磁力矩 mL ，式（5.12）给出 
0 0 0 0
2 2 2
0 0 0 0 0 0 0
1 1
[ ( ) sin cos
2 2
( ) sin cos ( ) sin ]
L m m fH z
m fH z m fH z
f L i j k iR M B
x y z
jR M B kR M B
  
    
   
       
   

 
乘开之后，得出 
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2 2
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 0 0 0 0
1
[ ( ) ]sin [ ( ) ]cos sin
2
1
[ ( ) ]cos [ ( ) ]sin sin
2
1
[ ( ) ] [ ( ) ] sin cos
2
m fH z m fH zL
m fH z m fH z
m fH z m fH z
f i R M B R M B
y z
j R M B R M B
z x
k R M B R M B
x y
    
    
   
  
    
  
  
  
  
  
 
  
  (5.23a) 
将式（5.23a）按方向拆开，则三个方向的附加力分量是： 
2 2
0 0 0 0 0 0 0
1
[ ( ) ]sin [ ( ) ]cos sin
2
Lx m fH z m fH zf i R M B R M B
y z
    
  
   
  
   (5.23b) 
0 0 0 0 0 0 0
1
[ ( ) ]cos [ ( ) ]sin sin
2
Ly m fH z m fH zf j R M B R M B
z x
    
  
  
  
   (5.23c) 
2 2
0 0 0 0 0 0
1
[ ( ) ] [ ( ) ] sin cos
2
Lz m fH z m fH zf k R M B R M B
x y
   
  
  
  
    (5.23d) 
5.5.3一些特殊情况下的磁力矩和附加力 
1.内禀性铁磁流体或外磁场与铁磁流体相对静止 
对于内禀性铁磁流体可以认为是最接近磁平衡的流动。由于 0r Nt t   ，则式（5.19）给出 0mR  。
对于外磁场与铁磁流体相对静止的情况，则有 ( ) 0fH z  。以上两种情况，式（5.22d）给出 0mL  ，式
（5.23a）给出 0Lf  。 
2.垂直磁场 
所谓垂直磁场，就是
0 ( )fH zB  ，此时 0 2  ， 0cos 0  则由式（5.22a）～式（5.22c）得出 
0 00, 0, ( )mx my mz m fH zL L L kR M B        (5.24a) 
式（5.23b）～式（5.23d）给出 
0 0
0 0
1
[ ( ) ]
2
1
[ ( ) ]
2
0
Lx m fH z
Ly m fH z
Lz
f i R M B
y
f j R M B
x
f


 
  

 
 
 



      (5.24b) 
式（5.24a）与式（5.24b）表明垂直磁场仅引起 z方向的磁力矩和 x， y方向的附加力。 
 
3.平行磁场 
平行磁场就是
0 || ( )fH zB  ，此时 0 0  ， 0sin 0  ，则式（5.22d）与式（5.23a）给出 0mL  ， 0Lf 
即平行磁场不产生磁力矩和附加力。当然不会引起铁磁流体的磁粘性增量。 
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5.6在旋转磁场中的 Kelvin力 
5.6.1概述 
在磁场中没有传导电流穿过，也没有剩余束缚电流的情况下，外磁场作用于铁磁流体上的力，就
是 Kelvin力。磁场力出现的前提条件，是外磁场必须不均匀。在均匀磁场内只能出现磁力矩而不出现
磁场力。与磁力矩相关联的功是磁化功，即铁磁流体的磁化强度升高而成为其内能的增量。与磁场力
相关联的是移动功。铁磁流体由外磁场较高处移向较低处，其势能将升高，因而必须有外力对铁磁流
体作功。显然 Kelvin力的方向是指向外磁场强度升高的方向，如式（1.32）所给出的那样，即 
0kf M B   
5.6.2磁松弛流的 Kelvin力的一般关系式 
由图 4-1（b）的物理模型，Kelvin力可以写成 
( ) ( )k x y z x zf iM jM kM i j k iB kB
x y z
   
       
   
 
展开以后就有 
0 0
0 0 0
( )
yx z
k z
MM M
f M iB kB
M x M y M z
   
    
   
     (5.25a) 
上式右方 0xM M ，用式（5.20b）代入， 0yM M 用式（5.20a）代入。并且 0 0coszM M  ， 0 0sinxB B  ，
0 0coszB B  ，于是式（5.25a）成为 
2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0[1 ( ) sin ]sin ( ) sin cos ( sin cos )k m fH z m fH zf M R R iB k B
x y z
       
   
     
   
 (5.25b) 
按方向拆开，得 
:i   0 0 02 20 0 0 0 0 0[1 ( ) sin ]sin ( ) sin cos sinkx m fH z m fH z
B B B
f M R R
x y z
      
    
    
   
  (5.25c) 
:k   0 0 02 20 0 0 0 0 0[1 ( ) sin ]sin ( ) sin cos coskz m fH z m fH z
B B B
f M R R
x y z
      
    
    
   
  (5.25d) 
 
5.6.3磁松弛流的 Kelvin力的一些特殊情况 
1.内禀性铁磁流体或外磁场与铁磁流体相对静止 
此时有 0mR  或 ( ) 0fH z  ，于是式（5.25c）、式（5.25d）成为 
:i     0 00 0 0 0sin cos sinkx
B B
f M
x z
  
  
  
  
     (5.26a) 
:k     0 00 0 0 0sin cos coskz
B B
f M
x z
  
  
  
  
     (5.26b) 
注意到 0 0sin cosk kx kzf f f   ，而 
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0 0 0 0
0 0 0 0
sin ( sin cos )sin
cos ( sin cos )cos
kx k kx kz
kz k kx kz
f f f f
f f f f
   
   
  
  
 
将此二式与式（5.26a）、式（5.26b）相比照，立即可知 
0 0
0 0,kx kz
B B
f iM f kM
x z
 
 
 
      (5.26c) 
两式合并，就得 
0 0kf M B           (5.26d) 
这就是已经得出过的式（1.31），即 0M 与 0B 相平行时的 Kelvin力。式中 0M 是铁磁流体的平衡磁化强
度，它可以按实验的磁化曲线取值，亦可以按 Langevin公式计算。 
2.垂直磁场 
此时
0 fzB  ， 0 2  ， 0cos 0  。由式（5.25c）、式（5.25d）得 
0 02 2
0 [1 ( ) ] ( ) , 0kx m fH z m fH z kz
B B
f iM R R f
x y
 
   
    
  
    (5.27a) 
3.平行磁场 
此时
0 || fzB  ， 0 0  ， 0sin 0  。式（5.25c）、式（5.25d）给出 
0
00,kx kz
B
f f kM
z

 

      (5.27b) 
 
5.7铁磁流体的磁松弛混合流方程组 
5.7.1概述 
铁磁流体的动力学方程与普通两相流一样，有两种处理方法。一种是混合流，一种是分相流。混
合流的思路是将固、液两相的物性参数，如粘性系数、比热容等，按体积分量或质量分量加以平均。
采用平均混合参数，从而铁磁流体就按单相流处理。 
既然是单相流，则固相微粒和液相在运动上的差异，就不能反映。但在一般情况下固相微粒和外
磁场之间存在相对转动，于是固相微粒的磁矩时时刻刻都在偏离外磁场方向，从而磁松弛过程不断地
伴随发生。磁松弛仅仅使铁磁流体的磁化强度改变，所以它和平动运动没有直接关联。直到磁力矩与
粘性力矩相平衡，磁松弛过程才停止。 
磁松弛过程影响铁磁流体的磁化强度，必然使磁场力、磁力矩和附加力发生变化。磁场力和磁力
矩是控制铁磁流体运动的两个决定性因素，所以磁松弛的作用将最终反映到铁磁流体的流动状况上。 
由于混合流不讨论两相间的运动滞后问题。因此，只作用在固相微粒上的磁场力和磁力矩是如何传递
到整个铁磁流体之上的，在混合流中，不可能得到回答，这是混合流的一个缺陷。 
在外磁场作用下，铁磁流体不是各向同性的物质，它的物性参数和方向相关联。 
 
5.7.2铁磁流体磁松弛混合流的动量守恒方程——运动方程的矢量形式 
由牛顿第二定律，对单位体积铁磁流体有 
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f
f g p k L
dU
f f f f f
dt
             (5.28a) 
式中， f 、 fU 是铁磁流体的密度和速度， gf 是重力， pf 是压力梯度形成的力， f 是粘性力， kf 是
Kelvin力， Lf 是附加力。这些力也可以归为表面力 sf 和彻体力 bf ，即 
f
f s b
dU
f f
dt
           (5.28b) 
表面力 sf 可直接使用式（2.49）得到 
2
( )
3
ji
s p Hj Hj f
j j i
uu
f f f p U
x x x
   
  
                   
 
彻体力 bf 由重力 gf 、磁场力 kf 和附加力 Lf 组成，即 
0 0
1
( )
2
b g k L ff f f f g M B M B          
于是，铁磁流体混合流的运动方程就是 
0 0
2 1
( ) ( )
3 2
f ji
f f Hj Hj f
j j i
dU uu
g p U M B M B
dt x x x
   
  
                   
 (5.29) 
式中， Hj 是铁磁流体在 j方向的粘性系数，下标 j x ， y， z。 
在图 4-1（a）和（b）中所示的物理模型，给出了外磁场 0B 与坐标 z方向的涡旋速度 fz 两者同时
对固相微粒作用而产生式（4.93）所表达的粘性系数。以及式（5.25c）、式（5.25d）与式（5.23b）～
式（5.23d）所表达的 Kelvin力和附加力。但在铁磁流体的流动中，一般都会存在 x， y， z三个方的
涡旋速度分量，即
fx ， fy ， fz ，而不独是 fz ，并且 fx 、 fy 同样地将与外磁场一起对固相微粒
产生作用，从而引发相应的粘性系数、Kelvin力和附加力。所以，在铁磁流体混合流的运动方程中，
不同方向有不同的粘性系数，而且任何一个方向的 Kelvin力和附加力都将由三个部分组成，它们分别
是
fx 、 fy 和 fz 所引起的结果。 
将式（4.93）写成通用的形式 
2
2
(1 )(1 )
(1.5 2 )
1 cos ( , )
1 (1 0.5 2 )
1
1
1 cos ( , )
e
Hj e fj Hj Hj
c fj fje
f e fj f
C
H
C
H

 
  
 
 
 

    
 
    
 
   
 
 
 
               
  (5.30) 
式中，角度 ( , )fjH  是外磁场矢量 H 与涡旋速度矢量 fj 之间的夹角，下标 j x ， y， z。 
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式（5.25c）、式（5.25d）的通用形式是 
02 2
0
0 0
( ) [1 ( ) sin( , )]sin( , )
( ) sin( , ) cos( , ) sin( , )
kx j fH j m fj fj
fH j m fj fj fj
B
f iM R H H
x
B B
R H H H
y z
  
   

  

  
 
  
   (5.31a) 
( ) 0ky jf               (5.31b) 
02 2
0
0 0
( ) [1 ( ) sin( , )]sin( , )
( ) sin( , ) cos( , ) cos( , )
kz j fH j m fj fj
fH j m fj fj fj
B
f kM R H H
x
B B
R H H H
y z
  
   

  

  
 
  
   (5.31c) 
式（5.23b）～式（5.23d）也写成通用的形式，即      
0 0
2 2
0 0
1
( ) sin( , ) [( ) ]
2
cos( , ) [( ) ] sin( , )
Lx j fj fH j m
fj fH j m fj
f i H R M B
y
H R M B H
z
 
  
 
  

 

 
      (5.32a) 
0 0
0 0
1
( ) cos( , ) [( ) ]
2
sin ( , ) [( ) ] sin( , )
Ly j fj fH j m
fj fH j m fj
f j H R M B
z
H R M B H
x
 
  

 

 

 
      (5.32b) 
2 2
0 0 0 0
1
( ) [( ) ] [( ) ] sin( , )cos( , )
2
Lz j fH j m fH j m fj fjf k R M B R M B H H
x y
   
  
  
  
  (5.32c) 
在式（5.31a）～式（5.32c）中，左方括号内的下标 x， y， z，均表示力的方向，而 j表示涡旋
矢量的方向， j x ， y， z。 
 
5.7.3在直角坐标系中，铁磁流体磁松弛混合流的运动方程 
将方程式（5.29）分解在 x， y， z三个方向上，就得 
( ) ( )
f f x Hx Hx
Hx kx j Lx j
u u u u p u u v u
u v w g
t x y z x x x x y x y
w u
f f
z x z
   

                 
                               
     
        
 
  (5.33a) 
( ) ( )
f f y Hy Hy
Hy ky j Ly j
v v v v p v v w v
u v w g
t x y z y y y y z y z
u w
f f
x z x
   

                  
                 
                  
     
        
 
  (5.33b) 
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( ) ( )
f f z Hz Hz
Hz kz j Lz j
w w w w p w w u w
u v w g
t x y z z z z z x z x
v w
f f
y z y
   

                  
                                  
    
    
    
 
 (5.33c) 
参照图 4-1（b），可以给出式（5.33a）～式（5.33c）中的粘性系数、磁场力和附加力。 
1.方程式（5.33a）～式（5.33c）中的粘性系数 
由 0Hx  ， ( )fH x fx  ，角度 0( , ) 2fxH     ，于是由式（5.30）得 
2
2
(1 )(1 )
(1.5 2 )
1 sin
1
1
1 sin
e
Hx e o
c e
f e o f
C  
 
 
 

  
   
 
   
 
 


  
     
     (5.34a) 
由 0Hy  ， ( )fH y fy  ，角度 ( , ) 2fyH   ，则有 
(1 )(1 ) (1.5 2 )
1 (1 )
Hy e
c
e
f f
C  
 
 
   
  
  
 
   

 
    
 
      (5.34b) 
由 0Hz  ， ( )fH z fz Hz    ，角度 0( , )fzH   ，于是 
2
0
2
0
(1 )(1 )
(1.5 2 )
1 cos
1 (1 1.5 2 )
1
1
1 cos
e
eHz Hz Hz
c fz fze
f e f
C
C

 
  
 
 
 

   
 
    
 
   
 
 
 
               
  (5.34c) 
2.式（5.33a）～式（5.33c）中的磁场力（Kelvin力） 
由式（5.31a）代入以 0Hx  ， 0( , ) 2fxH     ； 0Hy  ，( , ) 2fyH   ；和 Hz H  ， 0( , )fzH   ，
则有 
0 0 02 2
0 0 0 0 0 0
0 02 2
0
0 0 02 2
0 0 0 0 0
( ) (1 cos )cos cos sin cos
( ) (1 )
( ) [1 ( ) sin ]sin ( ) sin cos
x fx m fx mkx
y fy m fy mkx
z fH z m fH z mkx
B B B
f iM R R
x y z
B B
f iM R R
x y
B B B
f iM R R
x y z
      
 
     
    
    
   
   
   
  
    
    
  
0sin









 
   (5.35a) 
式（5.31b）给出 
( ) ( ) ( ) 0x y zky ky kyf f f          (5.35b) 
由式（5.31c）有 
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0 0 02 2
0 0 0 0 0 0
0 0 02 2
0 0 0 0 0 0
( ) (1 cos )cos cos sin sin
( ) 0
( ) [1 ( ) sin ]sin ( ) sin cos cos
x fx m fx mkz
ykz
z fH z m fH z mkz
B B B
f kM R R
x y z
f
B B B
f kM R R
x y z
      
      
    
     
    

 

              
  (5.35c) 
3.式（5.33a）～式（5.33c）中的附加力 
由式（5.32a），有 
2 2
0 0 0 0 0 0 0
0 0
2 2
0 0 0 0 0 0 0
1
( ) cos ( ) sin ( ) cos
2
1
( ) ( )
2
1
( ) sin [( ) ] cos [( ) ] sin
2
x fx m fx mLx
y fy mLx
z fH z m fH z mLx
f i R M B R M B
y z
f i R M B
y
f i R M B R M B
y z
    

    
  
    
   
 
  
 
  
   
    
  (5.36a) 
由式（5.32b），有 
0 0 0 0 0 0
0 0
0 0 0 0 0 0 0
1
( ) sin ( ) cos ( ) cos
2
1
( ) ( )
2
1
( ) cos [( ) ] sin [( ) ] sin
2
x fx m o fx mLy
y fy mLy
z fH z m fH z mLy
f j R M B R M B
z x
f j R M B
x
f j R M B R M B
z x
    

    
   
      

 
 
  
   
   
  (5.36b) 
由式（5.32c），有 
2 2
0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 0 0 0 0
1
( ) ( ) ( ) sin cos
2
( ) 0
1
( ) [( ) ] [( ) ]sin cos
2
x fx m fx mLz
yLz
z fH z m fH z mLz
f k R M B R M B
x y
f
f k R M B R M B
x y
   
   
  
   
   

 

       
   (5.36c) 
将式（5.34a）、式（5.35a）、式（5.36a）代入方程式（5.33a）之右方。同样，将式（5.34b）、式（5.35b）、
式（5.36b）代入方程式（5.33b）之右方；式（5.34c）、式（5.35c）、式（5.36c）代入方程式（5.33c）
之右方，就完整地得到铁磁流体混合流的磁松弛运动方程式。此外，为避开过于繁杂的涡量方程， fx 、
fy 、 fz 可用 (1 2)f fU   给出的 
1
2
fx
w v
y z

  
  
  
         (5.37a) 
1
2
fy
u w
z x

  
  
  
         (5.37b) 
1
2
fz
v u
x y

  
  
  
         (5.37c) 
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代入运动方程中，而 ( )fH z fz Hz    中的 Hz H  是已知的常数。同时，注意到在图 4-1（a）和（b）
所示的模型中，已经设定外磁场是对称于坐标轴 z的平行磁场。所以在静止坐标系Ox y z  中，它绕 z轴
旋转形成一个顶角不变的正圆锥。而在旋转坐标系Oxyz中，外磁场 0H 与平衡磁化强度 0M 均位于坐标
平面Oxz之上。所以此时二者均系二维函数，即 0 0 ( , )H H x y ， 0 0 ( , )M M x z 。于是，在式（5.31a）～
式（5.31c），以及式（5.35a）～式（5.35c）中，应取
0 0B y   ；在式（5.32a）～式（5.32c）以及式
（5.36a）、式（5.36c）中应取
0 0 0 0[( ) ] ( )fH f m m fH jR M B R M B
y y
 
 

 
。 
 
5.8铁磁流体磁松弛混合流的能量守恒方程 
能量方程的基本形式就是热力学第一定律，即 
f f fdE Q W    
此式在物理上的意思是，系统与外部的换热 fQ ，及外部对系统所作之功 fW ，将转化成系统内能的
增加 fdE 。因为热和功都和热力学过程相关，并非热力学参数。使用 fQ 与 fW 是为避免误解它们在
数学上是全微分。 fE 是总内能，包括微观内能和宏观机械能，对铁磁流体而言，微观上的内能除热内
能之外还有磁内能，宏观机械能中只考虑动能而略去势能。于是有 
2
1
2f
f f f f f
V
E e U dV
 
  
 
  
Q 是在 dt时间内外界通过铁磁流体表面积 fS 加入到铁磁流体的热量。设通过单位表面积在单位时间
内传递的热量即热流是 Hq ，则有 
f
f H f
S
Q q dS dt     
 
 
上式积分号前的负号表示热流矢量 Hq 的方向与表面 fS 之外向法线方向相反。热流 Hq 遵守 Fourier定
律，即 
H Hfq K T    
HfK 是铁磁流体的导热系数。在没有实验数据的情况下，可以按式（3.58c）作近似估算。上式右方的
负号表示热流和温度梯度方向相反。 
fW 是外界作用于铁磁流体的总功，包括表面力 sf 所作之功 sW ，彻体力 bf （包括一般的机械力
和 Kelvin力、附加力等磁场力）所作之功 bW ，以及铁磁流体的磁化功 mW 。即 
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f b s MW W W W       
上式可进一步写成 
f f f
f b f f f f m f
V S V
W f U dV U dS dt w dV        
    
 
上式右方中括号内都是力和速度乘积的积分。所以均是功率，乘以时间 dt以后才是微元功， mw 是单位
体积铁磁流体的磁化功。 
将以上的 fE 、 fQ 和 fW 的式子代入热力学第一定律式内，就有 
2
1
2f f f f f
ff f f f H f f f m fb
V S V S V
d e U dV q dS dt f U dV U dS dt w dV  
                  
    
      
两边同除以 dt，而后使用散度定理将上式中的面积分改变为体积分，就得 
2
1
( )
2f f f f f
m
f f f f H f b f f f f f
V V V V V
wd
e U dV q dV f U dV U dV dV
dt dt

 
 
            
 
      
因为积分区间 fV 在流场中是任取的，积分号内的函数经过用 函数平均以后，均可以视为连续函数，
并且流体是不可压缩的，故弃捨积分号之后得 
( )
( ) ( )
f f m
f f H b f f
m
H b f f f
de dU w
U q f U U
dt dt dt
w
q f U U U
dt

 

 
          
            
 
式（5.28b）两边点乘以 fU ，并且用 sf    代入，得 
( )
f
f f b f f
dU
U f U U
dt
         
将此式与上一式相减，就有 
( )
f m
H f
de w
q U
dt dt

              (5.38) 
以下给出能量方程式（5.38）中的各项。 
①
fde
dt
 
由式（1.55）给出 
0 0
f f f
vf f
f f
de dT dTM dH M M dH
c T H
dt dt T dt T dt H dt
 
     
              
 
式中， vfc 是铁磁流体的温度比热容， 0 ( )f fT M T   是铁磁流体的磁比热容。右方第二个括号内两项之
和是磁化功率转化成的微观磁内能。 
② Hq   
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由 Fourier导热定律
H Hf fq K T   ，得 
( )H Hf fq K T    
③   fU    
运用张量 
   0 0 0 0 0 0 0 0 if ij i j k l l ij i jk l l ij i l l ij il l ij
k k j j j
u
U e e e e u e e u e e u u
x x x x x
       
        
              
         
 
式中 ij 用式（2.47）代入，则有 
2
( ) ( )
3
ji i
f ij H H f ij
j i j
uu u
U p U
x x x
    
   
                
 
由式（2.62） 
 
22
3
ji i
H H j
j i j
uu u
U
x x x
 
  
          
 
于是有 
( ) f fU p U        
④ m
w
dt

  
由式（1.48）得 
0
fm
f
dTw M M dH
H
dt T dt H dt


  
     
 
将上面的①至④各项结果代入方程（5.38）中，磁内能变化率项与磁化功率项相消，而得 
0 ( )
f
vf f Hf f f
f
dT M dH
c T K T p U
dt T dt


         

      (5.39) 
式（5.39）左方第二项，即磁热容项内的M是铁磁流体磁化强度矢量M 的模，即 
2 2 2 2
0 0 0 0
yx z
MM MM
M M M M
       
         
       
       (5.40) 
由式（5.20a）与式（5.20b）有 
2 2
0 0
0 0
( ) sin , [1 ( ) ]sin
y x
fH z m fH z m
M M
R R
M M
       
注意到 0 0coszM M  ，于是得到 
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2
2
2 2 2 2 2 2 2
0 0 0
0
2 2 2 4 4 2
0 0
1 ( ) sin ( ) sin cos
1 ( ) sin ( ) sin
fH z m fH z m
fH z m fH z m
M
R R
M
R R
    
   
 
        
 
 
    (5.41a) 
略去右方含
mR 的四次方项，于是得 
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0
1
1 ( ) sin 1 ( ) sin
2
fH z m fH z mM M R M R   
 
    
 
   (5.41b) 
用式（5.49）与式（4.77a）改写上式就有 
2
0
2
0
1
1
1 1 sin 0.5 ( ) r
f B
M
M
t
L
t
 



   

 
  
    
   
     (5.42) 
上面的式子给出松弛的磁化强度M 与平衡磁化强度 0M 的数值关系，而两矢量间的相位角可以近似估
计为 
2 2 2
0
0
arccos arccos[1 0.5( ) sin ]m fH z m
M
R
M
  
 
   
 
     (5.43) 
将上式（5.42）代入能量方程（5.39）左方第二项中，即得出 fM T  。注意到 0M 是可以使用 Langevin
函数计算的平衡磁化强度，它是和温度相关的，再考虑到磁松弛参数 mR 也是与温度相关的，所以M是
温度 fT 的函数。 
在方程（5.39）右方第一项，即热传导项，其中 HfK 是铁磁流体的导热系数，它不仅取决于固相和
液相两种成分的材料导热性能，而且和固相在铁磁流体中的存在方式密切相关，其中包括固相的体积
分量，固相微粒的尺寸及微粒浓度分布。 HfK 和温度的关系，不仅因为固、液两相的导热系数与温度
相关，而且固相微粒的热运动随温度升高而加剧，提高了能量传递的速度。这种动态的导热效应，在
式（3.58c）中没有反映，它只适用于两相“凝固”地混合在一起的情况。 
 
5.9铁磁流体混合流的质量守恒方程 
在采用平均密度 f 的情况下，铁磁流体的质量守恒方程与普通流体没有两样，可以直接引用式
（2.42a）～式（2.42c），即 
( ) 0
f
f fU
t



  

 
对于可压缩流的稳定状态，有 
( ) 0f fU   
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在混合流分析中，不能考虑两相间的运动滞后，故铁磁流体被认为是均匀的，即不可压缩的， constf  ，
故有 
0fU   
从上面的 5.7节到 5.9节所得出的均是铁磁流体混合流动力学方程组的通式和磁松弛的状况。以下
给出磁平衡流和磁冻结流两种特殊状况。 
 
5.10铁磁流体的磁平衡混合流动力学方程 
5.10.1概述 
无论是内禀性或非内禀性铁磁流体，只要具磁松弛时间
Nt 或 Bt 远远短于任何形式的宏观运动的特
征时间，则不管外磁场是否旋转或流动有无涡旋，总可以认为固相微粒的统计平均磁矩与外磁场保持
共线。这种状况就是磁平衡流，它具有以下几个特点： 
①磁化强度 
0 ( , , ; )M M x y z t  
0M 是平衡磁化强度，可以使用 Langevin公式估算。 
②磁松弛综合参数 e 和 mR  
由于 0Nt  或 0Bt   ，则式（4.77）与式（5.19） 
0
0
2
0
0, 0
6
1 1 sin
r r
e m
e
f
t t
M H R 
  



  
  

   
 
   
 
 
于是，外磁场对铁磁流体的粘度作不出贡献，即 0m  而有 
 1 0.5 2H v c C                 (5.42) 
③由于磁化强度M 和外磁场 H 平行，Kelvin力 kf 与铁磁流体静止时相同，即 
0 0 0kf M B M B            (5.43) 
④不存在磁力矩，同时也没有附加力，即 
0
1
0, 0
2
m L mL M B f L       
⑤磁力矩既不存在，作为反力矩与之平衡的粘性力矩也趋于零，于是有 
P C f     
 
5.10.2铁磁流体磁平衡混合流的动力学方程组 
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1.动量守恒方程和能量守恒方程 
将以上①～⑤的结果应用于动量守恒方程式（5.29）和能量守恒方程式（5.39），就得到 
0 0
2
( )
3
f ji
f f f f f v v f
j j i
U uu
U U g p U M B
t x x x
    
   
                   
  (5.44) 
0
0 ( )
f
vf f Hf f f
f
dT M dH
c T K T p U
dt T dt


         

     (5.45) 
上两方程中的
0M 是 
0 0
1
( ) cothp p pM M L M   

 
   
 
 
质量守恒方程仍然是 
0fU   
2.涡量方程 
由于涡量的定义是 
2f f fU     
所以可由动量守恒方程取旋度而直接得到涡量方程。为此先将方程式（5.44）作一些简化：略去重力，
取 0f g  ；取 v 在全流场中的平均值，于是 v 就被认为是常数；铁磁流体是均匀的、不可压缩的，
从而有 0fU  ，则 
22
2 2
2
j ji i
v v v v f v f v f
j j i j i j
u uu u
U U U
x x x x x x
     
    
                   
 
于是，方程式（5.44）的常粘度和不可压缩流的形式为 
2
0 0
f
f f f f v f
U
U U p U M H
t
   

       

     (5.46) 
上式等号两边取旋度 
2
0 0( ) ( ) ( ) ( )f f f f f v fU U U p U M H
t
   

           

   (5.47a) 
利用矢量恒等式，给出上式中的各项： 
① ( ) 2
f
f f fU
t t

 

 
 
 
② ( )f f fU U    
由 2 ( ) 2 2 ( ) 2 4f f f f f f f f f f fU U U U U U U U U U             ，于是有 
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2
1
2
2
f f f f fU U U U       
将上式两边取旋度 
2
1
( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
2
2( )
2 2
f f f f f f f
f f f f f f f f
f f f f
U U U U U
U U U U
U U
 
   
 
            
          
  
 
③ ( ) 0p    
④ 2( )fU   
由 2 2( ) ( )f f f fU U U U       ，于是 
2 2 2( ) [ ( )] [ ( )] ( ) 2f f f f fU U U U                
⑤ 0( )M H   
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M H M H M H M H              
将以上①～⑤的结果代入式（5.47a），就得 
2
0 0
1
( ) ( )
2
f
f f f f f v fU U M H
t

     
 
          
  
   (5.47b) 
式（5.47b）即铁磁流体磁平衡混合流的涡量方程。它与方程（2.55a）相比只是在右方多了一个有关磁
性的项。 
注意到在能量守恒方程（5.45）左方含有 0 fM T  ，在涡量方程（5.47b）右方含有 0M ，如果没
有 0M 的完整的实验数据，则只能用 Langevin方程计算，于是 0 fM T  和 0M 可以进一步写成 
0
2
1 1 1
coth
sinh
p p p p
f f f
M
M M
T T T

  
  
     
      
     
     (5.48a) 
和 
0 2
1 1 1 1
coth
sinh
p p p p f
f
M M M T H
T H

  
  
    
                 
   (5.48b) 
将式（5.48b）代入方程式（5.47b），由于 ( ) ( ) 0H H    ，而有 
0 2
1 1
( ) ( ) ( ) ( )
sinh
p p f
f
M H M T H
T


 
 
        
 
    (5.48c) 
5.11铁磁流体磁冻结混合流的动力学方程 
5.11.1概述 
所谓磁冻结流是指在一段流程中，铁磁流体的磁化状态不发生改变或改变很小的流动。对于大尺
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寸的固相微粒，无论其 Neel松弛 ，还是 Brown松弛时间，都显著地增长，尤其是表面附着的分散剂
链分子较长时，对 Brown松弛过程影响格外地大。虽然流动中存在磁力矩和涡粘力矩的作用，由于磁
松弛不够快而流动速度高，以致铁磁流体的磁化强度矢量来不及改变或改变很小，就流出所论的流场
区段。 
铁磁流体磁松弛的几个主要参数是 
①Neel松弛时间 
1 1
0 0
1
exp
p
N
f
KV
t
f k T
 
   
 
 
②Brown松弛时间 
1
0
3 ( )p
B
f
V
t
k T
 


  
③Langevin数 
0 1
0
p p
f
M V H
k T

   
④磁松弛综合参数 
0.5 ( ) re
B
t
L
t


    
由以上四个重要参数可以看到影响磁化过程的基本因素是：①固相微粒的尺寸。就是 1pV ，通常铁
磁流体的内禀性或非内禀性依其尺寸来划分。 1pV 增大不仅使 Nt 和 Bt 增长，而且使 和 e 增大。②温
度 fT 。它对四个参数都有直接影响，尤其对 Bt 的影响是双重的，因为基载液的粘度 c 随 fT 升高而降
低， fT 降低 c 升高。③外磁场强度H。外磁场强度对 Nt 和 Bt 没有直接的关联，它只包含在 和 e 之
中。 
注意到在 Nt 的式子中， 1 1pK V 是一个微粒的体积各向异性能，它实际上是一种能垒
[1]，微粒内的原
子旋转振动能量，必须超过这个能垒才有可能实现转向。在 Bt 中，分子 1( )pV  是一个微粒受到基载
液作用的旋转阻力功。在 Nt 和 Bt 分母的 0 fk T 是热运动的动能，这种动能是磁松弛的驱动能量，实际中
的 0 fk T 比 1 1pK V 和 1( )pV  大许多个数量级，所以磁松弛的进程很快，表现在 Nt 和 Bt 只有 9 610 ~10  秒
的量级[3]。在工程实用中， fT 只能在铁磁流体的 Curie温度以下，或者不能高于基载液的沸点，也不能
低于基载液的冰点，实际变化范围不超过一个数量级。而 1pV 的上限受铁磁流体需保持胶体稳定性的制
约。只有外磁场强度不受限制。在 中分子是使铁磁流体磁化的能量。 0 fk T 是使铁磁流体磁松弛或退
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磁的能量。所以 值越大，铁磁流体的磁化程度越深。对于非内禀性铁磁流体有 1r Bt t   ，则 越大，
e 也越大，表明保持磁化的因素强过磁松弛的因素，所以说 1e  ，就可能出现或接近磁冻结的现象。 
既然 fT 和 1pV 的变化范围有限制，故 ( )PH z Bt  的值仍然维持为小量，从而由式（4.79）简化为式（4.81）
依然近似成立。由 1r Bt t   以及 1e  ，则式（4.84）成为 
0
0
( )
sin
0.5 ( )
y CH z B
M t
M L
 
 
         (5.49) 
将式（5.49）代入式（4.83）的右方，得 
0 0
( )3 0.5 ( )
sin sin
2 0.5 ( )
CH z B
m c
fz B
tL
C
t L

 

 
    
  
 
   
 
 
于是有 
0
( )3
sin
2
CH z
m c
fz
C 

   

          (5.50) 
合并式（4.89）与式（4.91）得出 
  2 0
2
0
2
0
1
1 1
1 cos
1 1 sin1 11 cos
e Hz Hz
e fzCH fzz
efz e
e f
f f e

 

 
  
   
            
 
      
         
    (5.51) 
利用式（5.51）将铁磁流体磁松弛混合流的粘性系数式（4.87）与式（4.88）改写成 
2
0
2
0
sin3
(1 0.5 2 ) 1
12
1 sin
Hz
H c
fz
e f
C C    


 
    
 
 
 
 
  
           
 
    (5.52a) 
和 
2
0
2
2
0
sin1 3
1
11 2.5 1.55 2
1 sin
Hz
H c
fz
e f
C 
 

 
  
  
 
 
 
  
           
 
    (5.52b) 
对于磁冻结流，取 1e  ，于是有 
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2
0
2
0
sin3
(1 0.5 2 ) 1
2
1 sin
Hz
H c
fz
f
C C    


 
    
 
 

 
  
          
 
     (5.53a) 
和 
2
0
2
2
0
sin1 3
1
1 2.5 1.55 2
1 sin
Hz
H c
fz
f
C 
 

 
  
  
 

 
  
          
 
     (5.53b) 
对于磁平衡流， 0e  ，于是式（5.52a）、式（5.52b）右方第二项分母中的1 e ，从而只剩
下第一项，即 v 。式（5.52a）和式（5.52b）是磁松弛流粘性系数的一般式。 
 
5.11.2铁磁流体磁冻结混合流的动量守恒方程 
在磁冻结流中，铁磁流体的磁化强度是一常矢，设其为 iM 。外磁场 0B 一般是位置和时间的函数，
即 0 0 ( , , ; )B B x y z t 。于是磁冻结流中的 Kelvin力、磁力矩以及附加力分别是 
0 0 0
1
( , , ; ), ( , , ; ), ( )
2
k i m i L if M B x y z t L M B x y z t f M B        
展开 Lf 的右方，就有 
0 0 0 0
1
[ ( ) ( ) ]
2
L i i i if M B B M B M M B         
由于 iM 是常矢， 0B 的散度是零，从而有 
0
1
2
L if M B    
将此式代入动量方程（5.29）中，就得磁冻结混合流的动量方程为 
0
1 1
( )
3 2
f ji
f f f f f H H f i
j j i
U uu
U U g p U M B
t x x x
    
   
                    
  (5.54) 
方程（5.54）中的粘性系数 H ，由式（5.53a）或式（5.53b）两者任选其一。 
 
5.11.3铁磁流体磁冻结混合流的其余动力学方程 
1.涡量方程 
考虑一种实用的常见情况，外磁场是静止不旋转的，即 0Hz  ，于是式（5.53a）与式（5.53b）成
为 
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      (5.55b) 
涡量方程可以从动量方程式（5.54）两边取旋度得出。在方程式（5.54）右方磁力项是 
0
1
2
iM B  
按矢量恒等式 
0 0 0 0 0( ) ( ) ( )i i i i iM B M B B M M B B M             
注意到 iM 时常矢，故 0 0iB M  ， 0iM  以及没有传导电流穿过磁场，则 Ampere定理给出
0 0B  ，于是有 
0 0( )i iM B M B     
将上式两边取旋度，由 0iM B 是一标量，而 0  对任意标量函数成立，故 
0 0( ) ( ) 0i iM B M B       
此结果表明，在磁冻结流中，磁场力对涡旋运动没有贡献。于是铁磁流体磁冻结流的涡量方程与式（2.54）
或式（2.55）没有形式上的区别，只是密度用 f ，粘性系数用式（5.55a）或式（5.55b）所给出的 H 。 
2.能量守恒方程 
能量守恒方程的一般式是方程式（5.39）。将此方程用于磁冻结流时，注意到磁化强度 iM 是常数，
于是方程左方第二项为零，即 
0 0
i
f
f
M dH
T
T dt




 
所以在磁冻结流中，无论外磁场的情况如何，其能量守恒方程与普通两相流之混合流没有区别，即 
( )
f
vf Hf f f
dT
c K T p U
dt
             (5.56) 
3.质量守恒方程 
可以直接引用式（2.42a）～式（2.42c）。将式（2.42a）写成为 
( ) 0
f
f fU
t



  

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以式（3.26）及式（3.30）代入上式，有 
 [ (1 ) ] [ (1 ) ] 0p NP p NC p NP p NC fU
t
       

     

   (5.57a) 
于是得到 
0
p NC
p f
NP NC
U
t
 

 
   
      
    
      (5.57b) 
无论是磁松弛混合流、磁平衡混合流或是磁冻结混合流，它们的质量守恒方程都是式（5.57b）。对
于与时间无关的稳定流动，则有 
0NCp f
NP NC
U


 
  
     
   
      (5.57c) 
由上面的式（5.57b）可见，虽然铁磁流体的组成成分，都是不可压缩的物质，即 constNP  ，
constNC  ，但因它们的配比在流场中不均匀，而使得铁磁流体出现了“可压缩”的性质。 
但是，在混合流的理论中，铁磁流体是以整体运动为基础的，根本得不到固相和液相运动速度的
差别，从而也得不出两相配比在流动中的变化。所谓整体流动就包含了两相运动的一致性，这就是 p 必
须保持为常数。式（5.57b）就成为 
0fU   
这是混合流实用的质量守恒方程。 
 
5.12铁磁流体方程组的定解条件 
5.12.1概述 
要确定铁磁流体运动的参数，即速度、压力、温度，就必须知道其磁化强度。所以，描述铁磁流
体运动的方程式，除动量守恒方程、能量守恒方程和质量守恒方程之外，还需要磁化方程和磁场方程。 
磁化方程就是式（4.64），而磁场方程就是 Gauss散度定理和 Ampere旋度定理。 
从数学上来看，描述铁磁流体运动的方程和磁场方程，都是泛定的微分方程。它们的解中必定会
出现一些积分常数，积分常数的数目取决于待求函数的数目和方程的阶数。在积分常数未具体确定之
前，所有的解是普适的或泛定的。 
确定积分常数的定解条件，相应于铁磁流体的方程组，包括磁学边界条件、力学边界条件和热学
边界条件。对于和时间相关的非稳定过程，还相应地需要初始条件。 
定解条件是按照具体的实际情况，抽象为物理上的理想过程，其中不乏简化和近似之处。 
 
5.12.2磁学条件 
对外磁场具有响应能力并可接受外磁场的作用，是铁磁流体的基本特性，它的存在价值也在于此。
为铁磁流体设置合适的磁场环境，以改善铁磁流体的物性或控制铁磁流体的运动。铁磁流体在进入外
磁场之前是不显现磁性的，当外磁场对铁磁流体的固相微粒的热运动产生约束性的规整作用，使铁磁
流体在相应的程度上产生磁性，所以外磁场也常称做磁化场。外磁场 0B 不因铁磁流体的存在和运动而
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有任何改变。但与外磁场相对应的铁磁流体的内磁场 B，却因铁磁流体的磁化，而在外磁场的基础上
产生一个增量 B，即 
0 0 0 0 ( )B B B B M H M              (5.58a) 
式中的 B一般称之为附加磁感应强度，它实质上就是磁化强度。 
在铁磁流体与外磁场相对静止时， B、 H 、M 三矢共线，从而有 
0 01 (1 )m
M
B H H H
H
   
 
     
 
      (5.58b) 
式中 m 称为铁磁流体的磁化率，与真空磁导率 0 相对应，称为铁磁流体的磁导率。 
描述磁场的方程就是 Gauss散度定理和 Ampere旋度定理，即 
0B            (5.59a) 
cH i           (5.59b) 
式（5.59a）表明，无论有无磁介质存在和有无传导电流穿过磁场，磁感强度场是一种无源场；式（5.59b）
右方的 ci 是穿过磁场的传导电流密度。若无传导电流穿过磁场，即 0ci  ，则磁场强度场是具势的，它
必存在势函数。 
在第三章已经阐明过，微分方程（5.59a）和（5.59b）的边界条件，就是他们本身在零厚度的边界
面上的应用，即 
1 2n nB B           (5.60a) 
1 2H H           (5.60b) 
当铁磁流体流动时，式（5.58b）不能使用。因为涡粘力矩使铁磁流体的磁化强度矢量M 与外磁场不共
线，而且其模也有改变。这时就出现磁化方程，即方程式（4.64），它描述磁松弛过程。 
就磁松弛而言，其进程非常之快，从一种被破坏的平衡状态松弛到新的平衡，其时间就是 Neel扩
散时间或 Brown扩散时间 Bt ，或两者综合的 rt 。在一般常规的时间尺度上，它们都是极短暂的。在流
场中，外磁场强度和涡旋强度均可能是时间和位置的函数，所以铁磁流体的微团在运动中，其内部的
磁松弛随时随地都发生。在稳定状态下，铁磁流体的磁化强度形成一个不变的分布图。当铁磁流体微
团进入某区域时，便具有该区域的磁化强度，当其移至另外一个区域时，则磁化强度变为新区域的磁
化强度。 
磁平衡流和磁冻结流是铁磁流体运动的两种特殊的极端情况。磁平衡流的指标性参数就是平衡磁
化强度 0M ，其模可以按当地的外磁场强度和温度代入到 Langevin方程中算出，而其方向则与外磁场H
共线。 
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磁冻结流的指标性参数，是铁磁流体开始进入磁冻结状态时的磁化强度 iM ，所以 iM 是初始条件，
并且在冻结流中 iM 保持为常矢。 
无论是磁松弛流，还是磁平衡流，磁冻结流，其最重要的磁学定解条件就是由式（5.59a）、式（5.59b）
与式（5.60a）、式（5.60b）所给出的外磁场在整个流场中的分布状态。 
 
5.12.3力学条件 
1.初始条件 
设初始的时间
0t t ，则有 
0 0( , ) ( )f fU r t U r          (5.61a) 
0 0( , ) ( )p r t p r          (5.61b) 
0 0( , ) ( )p pr t r           (5.61c) 
上面三式的右方均为给定的已知量。 
2.速度边界条件 
①无穷远处的边界条件 
所谓的无穷远就是扰动衰减为零的距离，在这里速度、压力、固相体积分量均是已知的，即 
( , ) ( )f fU t U t           (5.62a) 
( , ) ( )p t p t           (5.62b) 
( , ) ( )p pt t             (5.62c) 
②接触界面条件 
在接触界面，运动速度具有连续性（但不一定可微）。设界面坐标为 r ，则有 
( 0, ) ( 0, )f fU r t U r t          (5.63a) 
式中坐标“ 0 ”表示在曲率中心一边的界面内侧，而“ 0 ”表示界面之外侧。将式（5.63a）在界面的法
向和切向分解，就有 
( 0, ) ( 0, )fn fnU r t U r t          (5.63b) 
( 0, ) ( 0, )f fU r t U r t           (5.63c) 
式（5.63b）表示两种介质在界面上互不分离和互不渗透；式（5.63c）表示在界面上两种介质之间没有
相对滑动。若 ( 0, ) ( 0, )f fU r t U r t    ，则必存在 fU  ，但界面厚度 0r  ，由牛顿定律知道此时的
剪切应力 为 
0
lim
f
r
U
r


 

 

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任何流动都不可能形成无穷大的剪切应力以致产生相对滑动。 
式（5.63b）与式（5.63c）合起来也称为表面粘附条件。 
3.界面应力平衡条件 
①界面的薄膜内应力——表面张力 
如图 5-4（a）所示，界面是一曲面。设界面上任一点O处的单位外向法线为 0n ，围绕点O划取一
微元控制面 S 。有两张垂直相交的平面，其交线就是O点处的外向法线。该两平面与界面曲面相交而
形成两条在O点互相垂直的曲线，即图 5-4（b）中的COD和 FOE。曲线COE在O点的曲率 1 11C R ，
EOF在O点的曲率 2 21C R ，此处 1R 和 2R 均为曲率半径。取O点曲率的算术平均值为C，即 
1 2
1
( )
2
C C C          (5.64a) 
或写成 
1 2
1 1 1 1
2R R R
 
  
 
        (5.64b) 
式中 R可称为平均曲率半径。 
 
设界面薄膜的极限张力为 。由于界面没有厚度，故 是单位长度上的应力，其单位是 mN 。当
然， 与界面两边流体的性质相关。在微元控制面 S 的周界上任取一微段 AB dl ，如图 5-4（b）所
示。在 dl上的内力 cf 是 
cdf dl  
内力 cf 在
0n 方向的分量是 
( )sin( )cndf dl d dld      
由图 5-4（c）可以看到 
d
R

   
于是有 
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cndf dl
R

  
在图 5-4（b）上给出 dl是 AOB 面积的两倍，即 2dl dS  ，于是 
1
(2 )cndf dS
R
  
定义单位界面面积上的张力
cnf 为一当量压力 cp ，于是上式两边通除以 dS，并将式（5.64b）代入，就
得 
1 2
2 1 1cn
c
df
p
dS R R R
 
 
    
 
       (5.65) 
当量压力
cp 沿
0n 的负方向， cp 的存在表示薄膜内应力在法线方向不平衡。因为 是常数，只有 1R 和 2R
改变才能改变 cp 。 
只要界面薄膜是各向同性的，即 是常数，则界面的薄膜内应力的合力，只有法向分量而无切向
分量，即在切线方向薄膜内应力是平衡的。 
 
在图 5-5中，将微元控制面 S 单独取出。若 S 紧缩得非常微小，则可以认为 S 与O点处垂直于
0n 的切平面重合。设界面薄膜是各向同性的，则 S 的周边上作用的薄膜应力 是常量。在周边的微
元长度 dl上的内力是 cdf dl 。其在平面坐标系Oxy中，分量是 
( )cos , ( )sincx cydf dl df dl      
由几何关系 ( )cosdl dy  ， ( )sindl dx  ，于是有 
,cx cydf dy df dx    
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由图 5-5不难看出，在 x轴上方的 y正值区，y方向的合成力是 1 2( )x x  ，而在 x轴下方的 y负
值区， y方向的合成力是 1 2( )x x  。所以 S 全周边合力 cf 在 y方向的分量 0cyf  ，同样也有
0cxf  。于是可知边界曲面的薄膜内应力在切向是平衡的。 
②界面表面上的外力 
在界面曲面上，过O点的外力 f 与O点的外向法线 0n 决定一平面，该平面与界面曲面的交线是一
条平面曲线O ，如图 5-6所示。曲线O 在O点的切线就是 0 。由式（4.78a），作用于单位体积铁磁
流体的力是 
g p k Lf f f f f f      
式中重力
gf 通常可以忽略。 
（1）
pf f ：由式（2.49）有 
2
( ) ( ) [ ( ) ]
3
p ij ij ijf f p U                (5.66a) 
式中 
ji
ij
j i
uu
x x
 
 
     
 
在无厚度的边界曲面表面上的平面坐标系On中，有 , ,i n j n   ，于是上式给出 
,nnn n
u u
n n

   
 
 
 
       (5.66b) 
（2） kf  
0 0( )kf M B M H B H H         
此式右方两项： ( ) ( )B H B H H B B H          ， 
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2
0 0 0 0
1 1
( ) ( ) ( )
2 2
H H H H H H H             
于是有 
2 2
0 0
1 1
( ) ( ) ( ) ( )
2 2
k ijf B H H B H H            (5.66c) 
（3） Lf  
0 0 0
1 1 1 1
( ) ( ) [( ) ] ( )
2 2 2 2
Lf M B M H B H H B H               
上式已使用了关系 0H H  ，由矢量恒等式进一步可得 
1 1
( ) [ ( ) ( ) ]
2 2
Lf B H B H H B H B B H            
于是得出 
1 1
( ) ( )
2 2
Lf H B B H          (5.66d) 
kf 和 Lf 本质上是铁磁流体的彻体力。但是，使用分子电流环模型描述固相微粒的磁性能时，则如
第一章 1.4节和第五章 5.3节所阐明的那样， kf 和 Lf 均能在形式上转化成表面力。于是可以认为作用
于铁磁流体的力均是表面力，从而有 
p k Lf f f f f            (5.67) 
将式（5.66a）、式（5.66c）及式（5.66d）代入上式，得 
2
0
1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 2
ij ij ijp H H B BH    
 
               
 
 
上式两边给出 
2
0
1 1 1
( ) ( )
2 2 2
ij ij ijp H H B BH                 (5.68) 
将式（5.68）放在界面表面上写成 
0 0 0 0 2
0
1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 2
nj j nj nj j ijn e p n e H H B BH            
上式两边点乘以 0n ，并且注意到 0 0 1n n  ， 0 0
ijn n  ，
0 ( ) nn H B H B  就有 
0 0 0 0 2
0
1 1 1
( )
2 2 2
nj j nj j n ne n p e n H H B B H          
因为在界面表面上 ,j n  ，故上式可以写成 
0 0 0 0 0 0 2
0
1 1 1
( ) ( )
2 2 2
nn n nn n n nn n p n n H H B B H                   (5.69a) 
改写式（5.69a）右方的各项： 
（1） nn 和 n  
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,nnn n
u u
n n

   
 
 
 
 
（2） 2H  
2 2
2 2 2 2 2 2
0 0 0
2
2 2
0 0 0
2
2 2
0 0
2
2
2
n n
n n n n n
n n
n n n
n
n n n
B B
H H H M H B M M H
B B
B H M H
B
B H M H
  


  
  
 
   
            
   
   
       
   
 
    
 
 
（3）
1
2
nB H和
1
2
nH B  
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
( )
( ) ( )
n n n n n n
n n n n n n n n n n n n
B H B n H H n B H B H
H B H n B B n H B H B n H B H H n H B B H
 
   
 
    
   
       
 
将以上（1）、（2）、（3）的结果代入式（5.69a）之右方，就有 
0 0 0 0 0 0 2 0 2
0
0
0 2 0
0
1 1
( ) ( )
2
1
2
n
nn n n n
n
u u
n n p n n B n M
n n
n H B H


 
      

 
 
 
       
 

   (5.69b) 
将方程式（5.69b）按方向拆开，即得 0n 和 0 两方向的表面应力 
2 2 2
0 0
0
1 1 1
( )
2 2
n
nn n n
u
p M B H
n
   



     

     (5.70a) 
( )n n
u
B H
n

  

 

          (5.70b) 
③边界表面上外力与薄膜内力的平衡 
约定：与边界曲面之曲率中心同一边的表面为内表面，以下标“1”标志，则内表面上的外力是 1( )n
和 1( ) ；外表面以下标“2”标志，则其上外力是 2( )n 和 2( ) 。在单位面积上力平衡方程式 0  ，
注意到 2( )n 和 cp 沿
0n 的负方向，则有 
1 2( ) ( )n n cp      
用式（5.70a）代入，并且注意 1 2n nB B ， 1 2H H  ，于是有 
1 22 2
1 1 0 1 2 2 0 2
1 2 1 2
1 1 1 1
2 2
n n
n n
u u
p M p M
n n R R
    
  
       
   
    (5.71a) 
沿表面任何切向的薄膜应力之合力都是零，故有 
1 2( ) ( ) 0      
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将式（5.70b）代入，即得 
1 2
1 2
1 2
u u
n n
  
 
 
 
         (5.71b) 
注意法线 1n 和 2n 的方向相反。并且应当考虑粘附条件，紧贴界面内外表面有 1 2n nu u 以及 1 2u u  。虽
然
nu 和 u跨界面连续，但并不可微，因为 1 和 2 是间断的。 
4.边界面的几何形状 
界面曲面的几何形状，主要取决于力学因素：速度和力。 
对于铁磁流体与固体壁相接触，则边界面的几何形状完全决定于固体壁面。这时最要紧的力学边
界条件是速度的粘附条件。而力的平衡是自然形成的。固体壁面相对于流体而言。它是不变形的刚体，
无论有多大的流体力作用于边界上，固相壁面都不会变形而以相等的反作用与之平衡。这样的平衡不
能提供任何定解作用。 
对于铁磁流体与互不相溶的别的流体接触形成的界面。除粘附条件外，力的平衡条件最为关键。
已经知道界面薄膜内力的切向分量是自行平衡的，所以界面内外两侧外力的切向分量必须平衡，才能
保持界面的形状稳定。由于界面薄膜内力的法向分量表现为表面张力，所以能承受一定的两侧外力之
差。尽管 是不变的常量，当外力法向分量之差增大，界面的曲率半径减小而表面张力增大，以达到
平衡而后止。但表面张力终究有限，通常它相对于外侧的外力很小，有时为了简单而将其忽略。但是
忽略表面张力和表面张力等于零是两回事。忽略表面张力，界面形状仍然是曲面，而表面张力等于零，
只能是曲率半径无限大，即界面是平面。 
只有粘附条件中的切向和法向速度处处为零的状态下，界面才是固定不移的。 
 
5.12.4热学条件 
1.概述 
在铁磁流体与互不相溶的流体接触的界面上，同时存在传热与传质两类问题，传热问题遵守 Fourier
定律，传质问题遵守 Fick定律。这两个定律，在数学上具有相似的形式，在物理上也有深刻的联系。
在分子运动论中，热量是分子运动的能量。传热就分子运动动能的交换，而传质是分子自身的相互交
换。当温度较高，也就是分子动能较高处的分子，进入温度较低（亦即运动动能较低）的区域，既是
传质同时也是传热。 
当铁磁流体接触的是不相溶的流体，传热只是界面上两种流体分子之间通过碰撞进行的动量或能
量的交换。但即使不相溶，也需要考虑界面的稳定性问题。[2,1]这种表面不稳定是由于流体界面上浅表
波动运动所引起，而参与其中的力包括流体压力、重力、表面张力和磁力。通常重力和磁力在某种状
态下，使浅表波动运动失去稳定性，而表面张力是抑制波动的因素。界面一旦不稳定，两种不相容的
流体就形成宏观的迷宫式的交错分布。并且继续向深层扩张。在流动情况下，迅速造成两种流体的掺
混。界面不稳定性是铁磁流体不能长期密封液体物质的主要原因，尤其是在动密封中，失效很快。铁
磁流体界面不稳定性是一个专门问题。在文献[2]和[1]中有详细的阐释。 
另外一个问题是，铁磁流体内的固相微粒会不会因热运动而跨过界面，进入接界的流体之中？在
图 5-7中，给出固相微粒跨过界面逸出铁磁流体的示意图。 
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虽然界面层仅有几个分子尺寸的厚度，但是由于固相微粒尺寸的细小而在微粒表面上的表面张力
大小十分可观。由式（5.65）中的曲率半径 1R 和 2R 均等于微粒半径 pr ，而有 
2
c
p
p
r
  
球形固相微粒逸出铁磁流体要克服表面张力 cp 所造成的阻力功是 
2 2 3 3( sin ) ( sin ) ( )sin sinc c p c p p c pdW p r dr p r r d p r d            
微粒完全逸出所要克服的阻力功是 
3 3 3
4
sin
3
c c p p c
o
W p r d r p

      
设 的量级是 210 mN [2]， pr 的量级是 810 m ，则有 
2 6 2
8
2
10 2 10 m
10
cp N


    
将 cp 值代入 cW 的式子中就得一个固相微粒逸出铁磁流体所需克服的阻力功是 
188.4 10 mcW N
    
固相微粒逸出铁磁流体的驱动因素是热运动动能和磁势能。固相微粒在常温即 293KT  下的热运动动
能是 
23 21
0 1.38 10 293 4.04 10 mk T N
        
可见热运动动能远小于阻力功，完全不足以使固相微粒逸出铁磁流体，而固相微粒在外磁场中的磁势
能必须比热运动能小，以避免铁磁流体内部固相微粒的偏析。所以固相微粒不可能跨过界面而进入相
邻流体中。 
于是铁磁流体热学边界条件只是热量的交换问题。 
2.热学条件 
①初始条件 
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0( , )T r t 已知          (5.72) 
②界面导热热流的连续性 
由于界面没有厚度，不能存贮热量，所以传入和传出界面的热流必定相等，即 
1 2
( 0, ) ( 0, )
H H
T r t T r t
K K
n n
   

 
      (5.73) 
式中 n是界面的外向法线，
1HK 和 2HK 是界面两边流体的导热系数 
③界面温度的连续性 
紧贴界面两边的温度不能不相等，若存在温差 T ，则热流量为 
H
T
q
r



 
由于界面层的厚度 r 可以视为零，则 Hq ，这样巨大的热流能即时消除温差 T ，所以有 
( 0, ) ( 0, )T r t T r t           (5.74) 
虽然跨界面温度具有连续性质，但在界面上温度并不可微，因为式（5.73）中 1HK 和 2HK 不相等，更主
要的是T在界面上偏导数不相等，而形成一个不光滑的尖点。 
④界面绝热条件 
一般边界绝热现象发生在铁磁流体和固体壁面相接触的情况。当固壁材料的导热系数极低时，就
可以认为这种界面是绝热的。即 
( , )
0
w
T r t
n



        (5.75) 
式中下标“w”表示壁面。 
⑤混合边界条件 
当铁磁流体沿固壁表面高速流动时，铁磁流体的传导导热效应就居于次要地位，主要的是涡旋对
流或湍流对流的传热。这种传热的热流具有下述形式 
( )H f wq h T T   
式中 fT 是铁磁流体的特征温度， wT 是固壁表面温度。 h称为对流传热系数。在稳定状态下，由流体传
入固壁的热流必由固壁材料的热传导散走，即 
( )H f w
w
T
K h T T
n

  

           (5.76) 
式中 HK 是固壁材料的导热系数。 h的一般关系式为 
NuHfK
h
l

           (5.77) 
式中 l是特征长度，例如圆管内流，则取 l等于管道直径 d， HfK 是铁磁流体的导热系数。Nu称为 Nusselt
数，是一种量纲为 1的准数，通常由半径验公式给出，例如 Drake实验式 
0.55 0.33Nu 2 0.459 Re Pr     
式中，Re是 Reynolds数，即 
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Re
f f
H
U l

  
Pr是 Prandtl数，即 
Pr H v
Hf
c
K

  
式中，铁磁流体的温度比热容
vc 包括温热效应和磁热效应，即式（1.49）， ( , )v vc c T H 。 H 是铁磁流
体在外磁场中的粘度。 
 
5.13铁磁流体混合流的 Bernoulli方程 
Bernoulli方程不仅是水力学中最重要的方程，而且也是铁磁流体应用中最普遍使用的方程。
Bernoulli方程只沿流线成立。由于流线具有不可跨越的性质。所以使用一束流线作为母线而形成流管，
则在流管横截面上取流体运动的平均参数，Bernoulli方程同样适用于流管，不言而喻，Bernoulli方程
是一维流动的方程。在内流中，流管就可取为管道本身，因为管道的壁面同样具有不可穿越的性质。 
在普通流体中，Bernoulli方程是一种机械能守恒的方程，但在铁磁流体中，它还包括磁能项。下
面由普适的动量守恒方程（5.29）导出 Bernoulli方程，设 
①铁磁流体是不可压缩的 
const, 0f fU     
②流动是势流，存在速度势 v  
1 1
, ( ) 0
2 2
f v f f vU U           
③外磁场是静止的，即 0H  ，加以 0f  ，则有铁磁流体的磁化强度矢量M 和外磁场 0B 平行，
即 0||M B ，于是有 
0 0
1
, ( ) 0
2
k Lf M B f M B       
在 0H  和 0f  的状态下，铁磁流体的粘性系数与外磁场无关，即 
constH v    
于是表面粘性应力项成为 
2
2
2
j ji i
H v v f
j j i j i j
u uu u
U
x x x x x x
  
         
                           
 
将上述①～③的结果代入方程（5.29）中，得出 
2
0
f
f f f f f v f
U
U U g p U M B
t
   

       

    (5.78a) 
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方程（5.78a）是三维方程。通过对坐标的积分，得出其一维的形式。积分也就相当于取平均值。改写
方程（5.78a）的有关项： 
①
f
f
U
t



 
( )
f v
f f v f
U
t t t

   
   
     
   
 
②
f f fU U   
2 2
1 1
( )
2 2
f f f f f f f f f fU U U U U U   
   
        
   
 
③
f g  
设坐标系Oxyz的原点O是重力的参考基点。则 f g 的方向是指向O点的。若 f 与O点的距离为
h，矢径 h的单位矢为 0h ，则有 
0 [ cos( , ) cos( , ) cos( , )]
( ) ( )
f f f
f f f
g gh g i x h j y h k z h
h h h
g i j k i j k gh gh
x y z x y z
  
  
     
        
            
        
 
 
上式已考虑到 f 和 g为常数。 
④ 2
v fU   
2 [ ( ) ( )] 0v f v f fU U U         
⑤ 0M B  
铁磁流体的磁化强度M是外磁场和温度的函数，即 0( , )M M B T 同时有 0 0 ( , , ; )B B x y z t ，
( , , ; )T T x y z t 由 Leibniz对定积分上限取导的公式 
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0 0( , , ; ) 0
0 0 0
0 0
( , )
B x y z t B BM
M B T dB dB M
x x x
 
 
   
 
由 0
0
BM M M T
x B x T x
   
 
    
，在 Leibniz公式中，被积函数（此处是M）只对参变量（此处是T）取导，
不对积分变量（此处是
0B ）取导。因此有
M M T
x T x
  

  
。从而得 
0 0 0
0 0
0 0
B B BM T
MdB dB M
x T x x
  
 
    
 
同样可有 
0 0
0 0
0
0 0
0 0
0
0 0
0 0
B B
B B
BM T
MdB dB M
y T y y
BM T
MdB dB M
z T z z
  
 
   
  
 
   
 
 
 
以上三式合并写成 
0 0
0 0 0
0 0
B B M
MdB TdB M B
T

    
 
 
通常铁磁流体温度远低于它的 Curie温度，所以 constT  ，而对于等温流动，则 constT  ，故有 0T  ，
于是得到 
0
0 0
0
B
M B MdB   
将上述①～⑤的结果代入方程（5.78a）中，就有 
0
2
0
0
1
0
2
B
v
f f f fU gh p MdB
t

  
 
       
 
  
上式左方括号前的算子表示对坐标的微分。若对坐标积分则被去除。但括号内的项大多与时间相
关，所以对坐标积分的积分常数是一个时间函数 ( )f t ，即 
0
2
0
0
1
( )
2
B
v
f f f fU gh p MdB f t
t

  

     
 
      (5.78b) 
对于稳定状态，则 0v t   ， ( )f t c ，于是有 
0
2
0
0
1
2
B
f f fp U gh MdB c            (5.78c) 
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第六章 铁磁流体分相流 
6.1概述 
在铁磁流体混合流理论中，将铁磁流体的物性参数，如粘性系数、密度、导热系数、比热容等，
按照固相和液相两者的体积分量或质量分量取平均值。就认为铁磁流体是具有这些平均物性的连续的
“单相”流体。于是，就能导出牛顿流体的动力学方程组。 
混合流理论的问题是：铁磁流体的混合物性参数，无论是按体积平均还是按质量平均，都只能在
求解动力学方程组之前确定。然而，这些混合的物性参数，随流动中固液两相所占成分的比例改变而
变化。混合流的动力学方程组即使求解得到解答之后，也不可能知道铁磁流体成分的变化。这就是说
混合流动力学方程的一个假设前提条件就是流动中铁磁流体的成分保持均匀。 
铁磁流体最根本的特点是能够受外磁场的控制。这种超距控制也不过是通过磁力和磁力矩来实现。
磁力和磁力矩只作用于固相微粒上，通过固相微粒与基载液体接触面上的粘性作用才能传递到液相上。
界面粘性作用的机制，就是两者间平动速度和转动速度的滞后而产生粘性阻力和粘性阻力矩，它们对
应於磁力与磁力矩，并且在稳态下与之平衡。所以没有运动的滞后，就没有两相间的力和力矩的传递。
但是，有运动的滞后，就不可能保持成分的均匀不变。混合流理论通过参数的平均方法，认为磁力和
磁力矩直接作用于整个铁磁流体，既回避了两相间的作用，同时又采纳成分均匀的假设。 
所谓分相流，就将两相拆开来处理。这样每一相自然是单相流，从而所使用的物性参数就是各相
的材料性能。两相间力和力矩的作用，两相间的传热等，在混合流中是内部作用，不影响混合流整体
的运动过程。但对于分相流的每相而言，它们都是外部作用，对每相的流动都发生影响。这样，就能
显示每个相在流动中的行为细节。 
在铁磁流体中，固相和液相都是不连续的。拆开以后变成的单相流动不连续问题更为显著。对于
液相成为内部有大量空洞的流体，这些空洞是固相移去之后留下的。而对于固相则是一个个分散的微
粒形成的微粒流。 
利用流体力学的方法分析铁磁流体分相以后的固相微粒流，是有其合理性的。固相微粒的数密度
是每立方厘米 1018个微粒。在标准状况（温度 273K，压力 1标准大气压）下，每摩尔的气体体积为 22.4
升，其中含有 6.02×1023个气体分子（此即 Avogadro数），故标准状况下气体分子的数密度是每立方厘
米 2.69×1019个分子。而固相微粒的尺寸比气体分子约大 1～2个量级，所以将铁磁流体的固相微粒流
视为气体的概念是可以成立的。当然，这是以固相微粒遵循气体分子运动论为基础的概念。 
无论是带有巨大数量的空洞的液相流或单体分散的固相微粒流，都必须处理成为连续的流体，其
最重要的工具就是 Dirac的 函数平均方法。在铁磁流体的分相流中分散的空洞或微粒，它们的物性和
力学行为与周围情况迥然不同，且在界面上突变，完全符合极端狭窄的矩形脉冲函数的规律。若将整
个流场划分成很多的小邻域，每个小邻域内包含一个空洞或微粒，而后用 函数法将空洞或微粒的特
性在其邻域上取平均，实际上就是将其“稀薄化”。这样每个邻域内的物理量不改变，但却“稀薄”地充满
整个邻域，所有的邻域鳞次栉比地拼接在一起，就形成连续的流场，从而连续介质的力学方法可以应
用于其上。 
 
6.2铁磁流体分相流的动量守恒方程 
式（5.28a）给出单位体积铁磁流体混合流的牛顿第二定律式为 
f
f g p k L s b
dU
f f f f f f f
dt
              (6.1a) 
式中 sf 是表面力， bf 是彻体力，即 
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,s p b g k Lf f f f f f f            (6.1b) 
以下逐项分解方程（6.1a） 
1.惯性力 
设在质量为 fdm 的铁磁流体中含有固相质量为 pdm 和液相质量为 cdm ，则 fdm 的惯性力必为 pdm 与
cdm 的惯性力之和，即 
( ) ( ) ( )f f p p c cdm a dm a dm a   
上式可写成 
( , ) ( , ) ( , )
( , )
f p c
f f NP p NC c
dU r t dU r t dU r t
r t dV dV dV
dt dt dt
        (6.2a) 
上式两边同乘以 ( )R r  并在邻域 fV 内取平均就有 
( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )
( , )
( )
f p
c
f p
f f NP p
V V
c
NC c
V
dU R t dU R t
R t R r dV R r dV
dt dt
dU R t
R r dV
dt
   
 
   

 

      (6.2b) 
用式（3.8）的关系代入，则上式成为 
( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ) ( , )
( , )
( ) ( , )
f f
f
f p
f f NP p f
V V
c
NC c c
V
dU R t dU R t
R t R r dV R r R t dV
dt dt
dU R t
R r R t dV
dt
    
  
   

 

 
从而得出平均值的关系 
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
f p c
f p NP c NC
dU r t dU r t dU r t
r t r t r t
dt dt dt
          (6.2c) 
由全导数可分解成当地导数与迁移导数之和，即式（2.20） 
dq q
U q
dt t

  

 
将此式用于式（6.2c）之两边，就有 
 
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f
f f f f
p
p NP p NP p p
c
c NC c NC c c
U r t
r t r t U r t U r t
t
U r t
r t r t U r t U r t
t
U r t
r t r t U r t U r t
t
 
   
   

  


  


 

    (6.2d) 
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若上式右方使用分密度，则由 ( , ) ( , )p p NPr t r t   ， ( , ) ( , )c c NCr t r t   得 
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f
f f f f
p
p p p p
c
c c c c
U r t
r t r t U r t U r t
t
U r t
r t r t U r t U r t
t
U r t
r t r t U r t U r t
t
 
 
 

  


  


 

    (6.2e) 
2.重力
gf  
重力加速度 g通常均可认为是物理恒量，于是有 
( ) ( ) ( )f p cdm g dm g dm g   
或写成 
( , )( ) ( ) ( )f f NP p NC cr t dV g dV g dV g     
上式两边乘以 ( )R r  ，注意到 g是常矢，则取平均就有 
( , ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
f p
f f
f f NP p NC c
V V Vc
NP p f NC c f
V V
g R t R r dV g R r dV g R r dV
g R t R r dV g R t R r dV
     
     
     
  
  
 
 
于是得到 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f p NP c NC p cgf r t g r t g r t g r t g r t g              (6.3) 
3.Kelvin力 kf  
kf 是外磁场作用于单位体积铁磁流体上的磁场力。由于磁场力只产生在固相微粒体上，对于不导
磁的基载液体没有作用。所以对铁磁流体混合物而言的 Kelvin力本质上就是一种平均的概念。 
外磁场 0B 对一个固相微粒产生的磁力 1kf 是 
1 1 0k pf m B   
式中 1pm 是一个固相微粒的磁矩，对于悬浮于基载液体中的大量固相微粒，由于热运动的影响，其磁矩
的统计平均值，即有效磁矩 ( )p em 是 
1( ) ( )p e pm m L   
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若单位体积固相物质的极限磁化强度是 pM ，则 1 1p p pm M V ，从而有 
( ) ( )p e pM M L   
由于磁化强度是指单位体积物质而言的,所以体积为 fdV 的铁磁流体的磁矩必等于其所含的固相和
液相的磁矩之和，即 
( )f f p p c cM dV M L dV M dV         (6.4a) 
上式两边乘以 ( )R r  ，而后在邻域 fV 内取平均，就有 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
f P C
f f p p c c
V V V
M R t R r dV M L R r dV M R r dV           
结果得磁化强度平均值的关系为 
( , ) ( , ) ( ) ( , )f p p c cM r t r t M L r t M           (6.4b) 
上式两边与外磁场梯度 0B 作数性积，即得 Kelvin力的关系 
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )k f p p c cf r t M r t B r t r t M L B r t r t M B r t          (6.4c) 
对于现有的铁磁流体， 0cM  。 
4.彻体磁力矩引起的附加力 Lf  
单位体积铁磁流体所受到的磁力矩 ( , )mL r t 就是式（1.33）所给出的 
0( , ) ( , ) ( , )mL r t M r t B r t   
( , )mL r t 既为单位体积铁磁流体所受到的磁力矩，故体积为 fdV 的铁磁流体受到的磁力矩必定等于它所
包含的固相与液相所受的磁力矩之和，即 
0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )f p p c cM r t B r t dV M L B r t dV M B r t dV      
在邻域 fV 内取平均，就有 
0 0
0
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( )
f p
c
f p p
V V
c c
V
M R t B R t R r dV M L B R t R r dV
M B R t R r dV
  

     
 
 

 
用式（3.8）的关系代入上式右方就得到磁力矩的平均值关系 
0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )p p c cM r t B r t r t M L B r t r t M B r t          (6.5a) 
第六章 
 
5 
 
对于不导磁的基载液， 0cM  ，于是 
0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )m p pL M r t B r t r t M L B r t           (6.5b) 
单位体积的铁磁流体内的彻体力矩 bL 和它衍生的附加力 Lf 的关系，就是由式（5.11c）所给出的 
1
( , ) ( , )
2
L bf r t L r t   
在铁磁流体内，无论是磁力矩 mL ，还是粘性力矩 L ，都是作用于固相微粒体之上，而固相微粒遍
布于铁磁流体内部，所以 mL 和 L 都是彻体力矩。在略去固相微粒体的旋转惯性和铁磁流体内部的质量
扩散效应的情况下，式（5.8）给出 
0 6 ( )P CM B         
式中M , 0B ,  ,  , P , C 都是坐标 r和时间 t的函数。于是有附加力为 
0
1
( ) 3 [ ( )]
2
L P Cf M B                 (6.6) 
5.表面力 sf  
由式（2.18），单位体积铁磁流体的表面力 sf 是 
sf     
注意到 sf 是单位体积铁磁流体内的表面力。所以体积为 fdV 的铁磁流体之 sf 必定等于包含在 fdV 内的
体积为 pdV 的固相的 ,s NPf 与体积为 cdV 的液相的 ,s NCf 之和，即 
, ,( , ) ( , ) ( , )s f s NP p s NC cf r t dV f r t dV f r t dV   
在邻域 fV 内取平均，则有 
, ,( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
f p c
s f s NP p s NC c
V V V
f R t R r dV f R t R r dV f R t R r dV          
以式（2.18）代入，则得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f p c
f NP p NC c
V V V
R r dV R r dV R r dV                     (6.7a) 
式中， NP 和 NC 分别是固相和液相的表面应力，它们在微元体积 pdV 和 cdV 中都不连续，所以 NP  与
NC  只有其形式而无数学上的定义。使用式（3.38b）将式（6.7a）右边的两个散度的平均值转换成平
均值的散度。平均值是连续的。所以它的散度有确实的数学定义，同时将属于内力或内力矩的两相之
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间的相互作用分离出来。于是，式（6.7a）成为式（3.40a）的形式，即 
0 0
1
0 0
1 1
( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( )
f
p c
p c
p
f
V
NP p NC c
V V
p NP c NC
S S
p NP p
S
N
r t R t R r dV
R t R r dV R t R r dV
dS R t R r dS R t R r
dS R t R r dS
  
   
   
 
      
       
     
  

 
 

1
( , ) ( )
p
NC
S
N
R t R r  
   (6.7b) 
式中
0pS 与 0cS 是邻域 fV 外表面上固相和液相各占的面积， 1pS 是单个固相微粒的表面积。 N是在铁磁
流体体积 fV 内固相微粒数目。设 0pS 和 0cS 的单位法向矢量为
0
sn ，则由式（3.6d）有 
0 0 0
0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s NP s s NP s s NP s sn R t R r n r t n r t R r                 
无论 fV 内外的物质是否相同，在表面 0pS 之内外侧，即区间[ 0, 0]s sr r  内应力只能有一个，即
( 0, ) ( 0, )NP s NP sr t r t    ，并且 0 00 0s sn n   ，于是上式之右方等于零，即 
0
0 ( , ) ( ) 0
p
p NP s
S
dS R t R r     
同样也有 
0
0 ( , ) ( ) 0
c
c NC s
S
dS R t R r     
于是式（6.7b）成为  
1
1
1
1
( , ) ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
f
p p
c p
s f
V
NP p p NP
V S
N
NC c p NC
V S
N
f r t r t R t R r dV
R t R r dV dS R t R r
R t R r dV dS R t R r
  
   
   
       
      
     

 
 
   (6.7c) 
将以上所得到的式（6.2e）、式（6.3）、式（6.4c）、式（6.6）与式（6.7c）代入到原始形式的动量
守恒方程（6.1a）之中，就得 
 
1
0 0
1
1
( )
2
( , ) ( ) ( , ) ( )
(
p p
p c
p NP p NP p p c NC c NC c c
pp NP c NC p p p
NP p p NP
V S
N
NC
U U
U U U U
t t
g g M L B M L B
R t R r dV dS R t R r
R
       
       
   

 
     
 
        
      
 
 
1
1, ) ( ) ( , ) ( )
c p
c p NC
V S
N
t R r dV dS R t R r      
    (6.8a) 
将上述方程式（6.8a）按固液两相拆开，就得到固相和液相的平均动量方程为 
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1
0 0
1
1
( ) [ ( ) ]
2
( ) ( )
p p
p
p NP p NP p p p NP p p p p
NP p p NP
V S
N
U
U U g M L B M L B
t
R r dV dS R r
         
  

        

      
  (6.8b) 
1
1( ) ( )
c p
c
c NC c NC c c c NC NC c p NC
V S
N
U
U U g R r dV dS R r
t
        

        

    (6.8c) 
在一般情况下，方程（6.8b）和方程（6.8c）中的 p 、 c 、 pU 、 cU 、 0B 、 、 NP 和 NC 等均系坐标
r和时间 t的函数。关于表面粘性应力 NP 平均值的散度和它的面积分是 
1. ( )
p
NP p
V
R r dV     
将表面粘性应力的关系式（2.47）代入积分内，就有 
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2
( , ) ( , ) ( , )
3
p f
NP p NP p f
V V
ji
p ij NP NP p ij
j i p
R t R r dV R t R r R t dV
uu
r t p r t U r t
x x
    
    
       
                     
 
 
于是得 
2
( , ) ( ) ( )
3p
ji
NP p p p NP p NP p
V
j j i p
uu
R t R r dV p U
x x x
      
                         
   (6.9a) 
同样，对于液相也有 
 
2
( , ) ( )
3c
ji
NC c c c NC c c c
V
j j i c
uu
R t R r dV p U
x x x
      
    
                     
   (6.9b) 
2.
1
1 ( )
p
p NP
S
N
dS R r     
对于铁磁流体的固相微粒，总是假设成圆球形状。对尺寸为纳米级的固相微粒，无论它与液相的
相对速度如何，脱离不了低 Re数运动的范畴。 
在第二章中，已经得出在无界流中，圆球作平动运动的表面应力之分离变量形式的解是 
cos sinNP ij rr rp           
上述应力在圆球形固相微粒表面上的积分是 
1
1 1
1
1 1
( )
( ) ( ) ( cos sin ) ( )
p
p p
p NP
S
N
p ij p rr r
S S
N N
dS R r
dS p R r dS R r
 
      
  
       

  
     (A) 
上式右方第一个积分，利用散度定理得 
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 
1
1 ( ) ( ) [ ( )]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
p p
p p
p p
p p
p ij R ij p
S V
N
R ij p ij R p
V V
R ij p ij r p
V V
R p r ij p
V V
dS p R r p R r dV
R r p dV p R r dV
R r p dV p R r dV
R r p dV R r p dV
   
   
   
  
        
       
       
     
 
 
 
 
 
于是得 
1
1 ( ) ( ) ( )
p
p ij p p
S
N
dS p R r p p                  (6.10a) 
式（A）右方第二个积分求和式，即 
1
1 ( cos sin ) ( )
p
p rr r
S
N
dS R r         
注意到在参照坐标系O r 中，任何一个固相微粒只是一个点，其代表位置即微粒的中心O点（参
见图 2-9和图 2-10），而积分中的被积函数都以微粒中心O为原点的球坐标系得出，其积分变量是
1 (2 sin )p p pdS r r d   ，实际积分变量与O r 坐标系无关，从而可以将 ( )R r  提到积分号的外面，即 
1 1
1 1( cos sin ) ( ) ( ) ( cos sin )
p p
p rr r p rr r
S S
N N
dS R r R r dS                         (B) 
式（B）的右方是在微粒表面上的积分，故在式（2.87b）与式（2.88b）中取 pr r ，得 
3 3
( ), ( )
2 2
rr c p c r c p c
p p
U U U U
r r
          
积分结果已在式（2.89c）中给出，即微粒运动的阻力是 
6 ( )cp c p p cF r U U            (C) 
将式（C）代入式（B）的右方，即得 
( )6 ( )c p p c
N
R r r U U    
将上式求和号内同时乘除以 31 (4 / 3)p pV r ，就得 
12
9 1
( ) ( )
2
c c p p
N p
R r U U V
r
    
1pV 相对于 fV 内所含的 pV 是极其微小的，可以将它视为 pdV ，而 N是很大的数，所以求和号可以写成
极限状况，即积分 
12 2 2
9 1 9 1 9 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2p
c c p p c c p p p c c p
V
N p p p
R r U U V R r U U dV U U
r r r
               (D) 
将式（D）代入式（B），就有 
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1
1 2
9 1
( cos sin ) ( ) ( )
2p
p rr r p c c p
S
N p
dS R r U U
r
               (6.10b) 
再将式（6.10a）与式（6.10b）代式（A）的右方，就得到 
1
1 2
9 1
( ) ( ) ( )
2p
p NP p p p c c p
S
N p
dS R r p p U U
r
                (6.11a) 
同样，对于液相也有 
1 1
1 1
2
( ) ( )
9 1
( ) ( )
2
p c
p NC c NC
S S
N N
c c p c c p
p
dS R r dS R r
p p U U
r
   
   
     
     
  
   (6.11b) 
在方程（6.11b）中已经考虑到
NC 与 NP 大小相等而方向相反。并且 1 1c pdS dS  。 
将式（6.9a）、式（6.11a）与式（6.9b）、式（6.11b）分别代入方程式（6.8b）与式（6.8c）中，就
得以磁平衡流为例的铁磁流体分相流平均动量守恒方程。 
1.固相微粒流的平均动量方程 
0 0
2
1
( ) [ ( ) ]
2
2 9 1
( )
3 2
p
p NP p NP p p p NP p p p p
ji
p p NP p NP p p c c p
j j i pp
U
U U g M L B M L B
t
uu
p U U U
x x x r
         
      

        

                       
   (6.12a) 
2.液相流的平均动量方程 
2
2 9 1
( )
3 2
jc i
c NC c NC c c c NC c c c
j j i c
c c c p c c p
p
uU u
U U g p
t x x x
U U U
r
        
   
   
                
 
     
 
    (6.12b) 
注意，式（6.12a）与式（6.12b）是在体积为 fV 内的固相和液相的平均动量方程。若将式（6.12a）两
边通除以 p ，及式（6.12b）两边通除以 c ，就得到单位体积的固相微粒流和单位体积液相流的平均动
量方程。两者均以磁平衡流为例。 
在满足式（5.17）的前提条件下，则方程（6.12a）中的 Kelvin力与粘性力相抵清，而方程（6.12b）
右方末项换成磁性的 Kelvin力。于是单位体积的平均动量方程为:    
0
1
[ ( ) ]
2
1 2
( )
3
p
NP NP p p NP p p
P
ji
p NP p NP p
p j j i pp
U
U U g M L B p
t
uu
U
x x x
    

   
 

       

  
            
  (6.13a)  
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0
1
2
( ) ( )
3
jc i
NC NC c c NC c c
c j j i c
p
c c c p
c c
uU u
U U g p
t x x x
U M L B
    


  
 
   
               
    
    (6.13b) 
在固相微粒流的平均动量方程中，即在式（6.12a）与式（6.13a）中，存在粘性系数
NP ，它是微
粒流的粘度。固相微粒流可以与气体相比拟。气体的粘性是由于气体分子在热运动中频繁碰撞产生动
量交换的结果。固相微粒在铁磁流体中同样存在热运动，故而固相微粒流的粘性能够按照分子运动论
的方法处理。分子运动论的输运理论所给出的气体粘性系数的公式是 
0
2
2
3
mk T
d


 
  
式中， 是一常数因子，其值为 1.46，d是气体分子的有效直径，m是气体分子的质量， 0k T 即热运
动能。于是利用上式可以估计固相微粒流与空气的粘性之比。由 
2
air
p p
NP
p
m Td
d mT
 
 
   
 
 
设固相微粒流的材料是 3 4Fe O ，微粒直径
78 10 cmpd
  ， 35.24g cmNP  ， pm 是一个微粒的质量，
3 18( 6) 1.4 10 gp NP pm d 
   ，空气分子的有效直径 83.72 10 cmd   ，空气的分子量 28.97g molM  ，
Avogadro数 23 10 6.02 10 molN
  ，于是空气分子的质量 230 4.81 10 gm M N
   ，在相同的温度下，即
pT T ，得出 
air0.368NP   
由此可见，固相微粒流的粘度只有空气的 1/3略强。计算中还没有考虑分散剂链分子使固相微粒直径增
大的作用。基于这样的比较，可以认为固相微粒流如同空气那样，是能够当作理想流体处理的，从而
在动量方程中略去含 NP 的粘性项。 
对于磁松弛流或磁冻结流，则将方程（6.12a）中的磁力项换成相应磁况下的关系式。 
 
6.3铁磁流体分相流的平均质量守恒方程 
6.3.1概述 
组成铁磁流体的基载液和固相微粒都是不可压缩的物质，所以铁磁流体也是不可压缩的。 
若将一块体积为 fV 的不均匀的铁磁流体，划分成许多体积相等的小块 fV ，则每个小块内的组成
是 f p cV V V     ，虽然 fV 都相同，但各个 fV 内所含的 pV 与 cV 两者的配比不一样。也就是说，
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fV 是常数，而其中所含的 pV 和 cV 却可以是变数。 
但是，固相和液相两者的物质密度很不相同，所以 pV 和 cV 配比不同，导致 fV 内铁磁流体的密
度变化。这就是说，铁磁流体的体积是不可压缩的。但其密度却是可变的。在这一点上，铁磁流体与
普通液固两相流有相同的共性。 
 
6.3.2铁磁流体分相流的平均质量守恒方程 
由铁磁流体混合流的质量守恒方程（5.33a） 
( , )
[ ( , ) ( , )] 0
f
f f
r t
r t U r t
t



  

 
将上式在邻域 fV 内取平均，则有 
( , )
( ) [ ( , ) ( , )] ( ) 0
f f
f
f f f f
V V
R t
R r dV R t U R t R r dV
t

  

     
 
   (E) 
1. 
( , )
( )
f
f
f
V
R t
R r dV
t





 
由 f p cdm dm dm  ，得 ( , )f f NP p NC cr t dV dV dV    ，注意到 t  不对 fV 作用，故 
( , )
( ) ( , ) ( )
f f
f
f f f
V V
R t
R r dV R t R r dV
t t

  
 
  
  
    (F) 
由质量平均式 
( , ) ( ) ( ) ( )
f p c
f f NP p NC c
V V V
R t R r dV R r dV R r dV             
两边对时间 t取导数 
( , ) ( ) ( ) ( )
f p c
f f NP p NC c
V V V
R t R r dV R r dV R r dV
t t t
     
  
    
    
 
利用式（F）与式（3.8）就有 
( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
f f f
f
f NP p f NC c f
V V V
R t
R r dV R r R t dV R r R t dV
t t t

      
  
    
    
 
注意 NP 和 NC 均是常数，于是 
( , ) ( , ) ( , )
( )
f
f p c
f NP NC
V
R t r t r t
R r dV
t t t
  
  
  
  
  
    (6.14a) 
2. [ ( , ) ( , )] ( )
f
f f f
V
R t U R t R r dV     
第六章 
 
12 
 
将动量守恒式 ( ) ( ) ( )f f p p c cdm U dm U dm U  写成 
( ) ( ) ( )f f f NP p p NC c cdV U dV U dV U     
上式两边取散度，而后在邻域 fV 内平均，就得 
[ ( )] ( )
[ ( )] ( ) [ ( )] ( )
f
p c
R f f f
V
R NP p p R NC c c
V V
U R r dV
U R r dV U R r dV
 
   
   
      

 
    (G) 
利用式（3.38a）与式（3.38b）得出 
0
1
0
1
[ ( )] ( ) ( ) ( )
( )
f p p
p
R NP p p r NP p p p NP p
V V S
p NP p
S
N
U R r dV U R r dV dS U R r
dS U R r
     
 
          
 
  

 
同样，可有 
0
1
0
1
[ ] ( ) ( ) ( )
( )
f c c
c
R NC c c r NC c c c NC c
V V S
c NC c
S
N
U R r dV U R r dV dS U R r
dS U R r
     
 
          
 
  

 
将以上两式代入式（G）之右方，就得 
0 1
0
0 1
0 1
[ ( )] ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) (
f p
p p
c
c
R f f r NP p p
V V
p NP p p NP p
S S
N
r NC c c
V
c NC c c NC c
S
U R r dV U R r dV
dS U R r dS U R r
U R r dV
dS U R r dS U R
   
   
 
   
       
     
   
   
 
 


1
)
cSN
r
 (6.14b) 
将式（6.14a）和（6.14b）代入式（E）之左边，而后按固相和液相拆开，并且注意 constNP  ， constNC 
于是得 
0 1
0 1( ) ( ) ( ) 0
p p p
p
p p p p p p
V S S
N
U R r dV dS U R r dS U R r
t

  

         

     (6.15a) 
0 1
0 1( ) ( ) ( ) 0
c c c
c
c c c c c c
V S S
N
U R r dV dS U R r dS U R r
t

  

        

     (6.15b) 
在方程（6.15a）和方程（6.15b）的左方第三项面积分，它是在邻域 fV 外表面上的积分。设 fV 外
表面的坐标是 sr ，同时以U 代表 pU 和 cU ，由式（3.6d）有 
0 0 0
0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s s s s s s sn U R t R r n U r t n U r t R r                 (H) 
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式中 0sn 是 fV 外表面的外向法线单位矢。 0 0 00 0s s sn n n    若 fV 的表面是可以穿透的，则因区间 0 0[ , ]s sr r 
的厚度是零，不能贮存任何物理量；若它是不能穿透的，则不会发生断开和错动。所以，在任何情况
下都有 
( 0, ) ( 0, )s sU r t U r t    
于是式（H）给出 
0 ( , ) ( ) 0s sn U R t R r    
在方程（6.15a）和方程（6.15b）的左方第三项求和号内的面积分，它是在单个微粒表面上的积分，
微粒是固体，在平动运动中，表面上各点的速度都是相同的
pU 。由图 6-1可见，若微粒表面的法向单
位矢为 0
pn ，则
0
1 1 (2 sin )( )( cos )p p p p p p p pdS U dS n U r r d U       ，所以积分变量是和 R、 r无关的 ，
因此 
1
2
1
0
( ) ( ) 2 sin cos 0
p
p p p p
S
dS U R r R r U r d

           
 
方程（6.15a）与方程（6.15b）中第三项和第四项面积分均等于零，从而有 
( , )
[ ( , ) ( , )] 0
p
p p
r t
r t U r t
t



  

       (6.16a) 
( , )
[ ( , ) ( , )] 0c c c
r t
r t U r t
t



  

       (6.16b) 
方程（6.16a）与方程（6.16b）分别是铁磁流体分相流的固相微粒流和液相流的质量守恒方程。 
 
6.4铁磁流体分相流的能量守恒方程 
6.4.1概述 
铁磁流体能量方程的核心问题是温度。温度在铁磁流体中的重要性有二：改变铁磁流体的磁化强
度和铁磁流体的粘度。这两者是相互关联的。温度使两者发生变化的重要原因是固相微粒在铁磁流体
内热运动能量正比于温度而变化。 
铁磁流体分相流有几个特别的问题需要说明。 
①磁松弛。分相流同样存在三种磁况下的流动。所谓磁况即指磁松弛、磁平衡和磁冻结。虽然液
相自身没有导磁性质，但是，受固液两相之间存在力学和热学上的相互作用的影响，故而在三种磁况
下，液相流的运动状况各不相同。三种磁况的力学效应已经表现在动量守恒方程中。就是磁力所作的
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功转化为流动的动能。这种功能的转化在磁和动能之间，不关系到热，所以在能量方程中不出现磁力
的功项。 
但是，由第一章知道铁磁流体的比热容由两种热容组成，即温度比热容和磁比热容。所以无论铁
磁流体混合流还是分相流，它们的内能包括热内能和磁化功转换来的磁内能。热内能和磁内能是互相
关联且此消彼涨的。它们在铁磁流体内能中所占比例的分配，直接影响流动的温度。 
②热松弛。在混合流中，固相和液相之间的热交换是属于内部热流问题，不改变流动整体的平均
热状态。但在分相流中，固相和液相之间的换热，对于每相流动都是与外界的换热，从而成为影响分
相流热能状态的重要因素之一。两相之间保持热交换的分相流可称之为热松弛流。 
但是，在多数情况下，由于铁磁流体中的固相微粒的粒度实在很小，它与周围液相换热的相对面
积极其巨大，在第 1-1节中已经估算过，每毫升体积的铁磁流体中固相微粒与周围液相的接触面积可以
达到 45平方米之谱。所以固相微粒与周围液相介质实现热平衡只是极短的一瞬间。只有在极高流速下，
铁磁流体运动的特征时间使固液两相来不及热平衡。但这样的高速流动，在铁磁流体中实属罕见，甚
至在实际中难于实现。铁磁流体固相微粒流和液相流之间处于热平衡，可以说是一种常态。 
③机械能耗散。在混合流中，两相间运动的滞后，以及它引起的摩擦均不能显现。这是混合流的
缺陷。对于分相流，两相间的平动运动和转动运动的滞后，在两相界面上产生的摩擦力和摩擦力矩所
作之摩擦功，将不可逆地转化为摩擦热，摩擦热来自于运动的动能，即机械能。这种机械能转化为摩
擦热能，按热力学第二定律是自发的不可逆过程，它与单相流动的内摩擦本质上是一样的。因此，也
属于流体运动中的机械能耗散。由于铁磁流体分相流比普通的单相流多出两相间的摩擦，所以其机械
能耗散也较高。 
 
6.4.2铁磁流体分相流的能量守恒方程的一般式 
铁磁流体混合流能量方程的一般形式是方程（5.38），即 
( )
f m
H f
de w
q U
dt t


      

 
上式或写成 
( ) ( )
f m
f H f
de w
U q U
dt t
 

          

 
两边取平均，就有 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
f f
f f f
f
f f f
V V
m
H f f f
V V V
de
R r dV U R r dV
dt
w
q R r dV U R r dV R r dV
t
  
   
      

          

 
  
  (6.17) 
以下逐项给出方程（6.17）的平均结果。 
①内能变化率的平均值 
( ) ( ) ( )
f p c
f p c
f p c
V V V
de de de
R r dV R r dV R r dV
dt dt dt
          
于是有： 
( )
f
f p c
f p c
V
de de de
R r dV
dt dt dt
      
内能 pe 和 ce 以式（1.55）代入，就得 
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0 0 0
0 0 0
( )
f
f pe p pe pe
f p s p
V
p p
c c c c
c c c
c c
de M dT M M dH
R r dV c H T H
dt T dt T H dt
M dT M M dH
c H T H
T dt T H dt
    
   
      
                   
      
      
       

  (I) 
式中， peM 是磁平衡状态下，固相微粒群的磁化强度统计平均值，即 ( )pe pM M L  ， cM 是基载液体
的磁化强度，在现有的铁磁流体中， 0cM  。 
②表面力的流动功率 
注意到 f  是流体的单位体积表面力，所以 ( )f fU   就是单位体积表面力的流动功率，从而有 
( ) ( ) ( )f f f p p p c c cU dV U dV U dV           
在邻域 fV 内取平均，给出 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
f p c
f f
f f f p p p c c c
V V V
p p p f c c c c
V V
U R r dV U R r dV U R r dV
U R r dV U R r dV
     
     
              
        
  
 
 
于是就有 
 ( ) ( ) ( )
f
f f f p p p c c c
V
U R r dV U U                     (J) 
式（J）中， p 、 c 、 p 、 c 、 pU 、 cU 均系坐标 r和时间 t的函数。 
③热流散度的平均值 
矢量热流是在单位时间内通过单位面积的热量，所以有 
( , ) ( , ) ( , )f Hf p Hp c HcdS q r t dS q r t dS q r t      
两边积分之 
( , ) ( , ) ( , )
f p c
f Hf p Hp c Hc
S S S
dS q r t dS q r t dS q r t        
使用散度定理，上式可以转换成体积积分，即 
( , ) ( , ) ( , )
f p c
Hf f Hp p Hc c
V V V
q r t dV q r t dV q r t dV          
由此式显然可见，热流的散度是以单位体积计量的物理量。将上式右方改写 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f f f
Hf f p Hp f c Hc f
V V V
q r t dV r t q r t dV r t q r t dV            
被积函数的关系是 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Hf p Hp c Hcq r t r t q r t r t q r t       
两边通乘以 ( )R r  ，而后在邻域 fV 内积分，遂有 
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 
( ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) , ( ) ( , )
( ) ( , ) ( ) ( , )
f
f f
p c
R Hf f
V
p R Hp f c R fHc
V V
R Hp p R Hc c
V V
R r q R t dV
R t R r q R t dV R t R r q R t dV
R r q R t dV R r q R t dV

   
 
   
       
      

 
 
 
以上式右方第一项为例，按照式（3.40a），有 
0 1
0 1
( )
[ ( )] ( )
( ) ( )
( ) ( )
p
p p
p p
p p
R Hp p
V
R Hp p Hp R p
V V
p Hp Hp r p
S V
p Hp p Hcp r
S S
N
R r q dV
q R r dV q R r dV
dS q R r q R r dV
dS q R r dS q R r

 
 
 
   
      
     
       

 
 
  ( )
p
Hp p
V
q R r dV 
 
下面依次讨论上式右方的各项。 
a.第一项是在邻域 fV 的外表面上，热流对固相微粒流所占有的总面积 0pS 的积分。设 fV 外表面的坐
标是 sr ，则由式（3.6d）有 
0 0 0
0 0
0 0
1
( , ) ( ) ( 0, ) ( 0, ) ( )
2
1
( 0, ) ( 0, ) ( )
2
s Hp s s s Hp s s Hp s s
s Hp s s Hp s s
n q r t R r n q r t n q r t R r
n q r t n q r t R r
 

 
           
        
 
由于在边界表面的内外侧区间 [ 0, 0]s sr r  没有厚度，不能积贮热量，故必有 ( 0, ) ( 0, )Hp s Hp sq r t q r t   ，
从而 
0 ( , ) ( ) 0s Hp s sn q r t R r    
此即 
0
0 ( ) 0
p
p Hp
S
dS q R r    
b.第二项是在邻域 fV 的内部，在单个微粒表面 1Ps 上固液两相间的换热。N是 fV 内所含有的微粒数，
表示微粒与液相换热之总和。
Hpcq 和 Hcpq 分别表示固相向液相的传热流和液相向固相传热的热流，
它们都是微粒中心坐标 r和时间 t的函数。 
c.第三项是
Hpq 在邻域 fV 内的平均值的散度，即 
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]
p f
r Hp p r Hp p f p Hp
V V
R r q R t dV R r q R t R t dV r t q r t             
于是得到 
1
1( ) ( ) [ ( , ) ( , )]
p p
R Hp p p Hcp r p Hp
V S
N
R r q dV dS q R r r t q r t            
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对于 Hcq  的平均值与上式有类似的形式。所以铁磁流体的 Hfq 的平均值是 
1
1
1
1
( , ) ( ) ( ) [ ( , ) ( , )]
( ) [ ( , ) ( , )]
f p
c
R Hf f p Hcp r p Hp
V S
N
c Hpc r c Hc
S
N
q R t R r dV dS q R r r t q r t
dS q R r r t q r t
  
 
        
   
 

   (K) 
④表面应力功率的散度之平均值 
U  是单位面上表面力所作的功率，所以有 
( ) ( ) ( )f f f p p p c c cdS U dS U dS U           
积分之有 
( ) ( ) ( )
f p c
f f f p p p c c c
S S S
dS U dS U dS U             
利用散度定理将其转化为体积分的形式 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
f p c
f f
f f f p p p c c c
V V V
p p p f c c c f
V V
U dV U dV U dV
U dV U dV
  
   
          
       
  
 
 
于是有被积函数关系为 
( ) ( ) ( )f f p p p c c cU U U           
两边乘以 ( )R r  并在邻域 fV 上积分以取平均，得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
f f f
p c
f f f p p p f c c c f
V V V
p p p c c c
V V
R r U dV R r U dV R r U dV
R r U dV R r U dV
       
   
              
        
  
 
 
以上式右方第一项为例，按照式（3.40a）有 
0
0 1
( ) ( ) [( ) ( )] ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) (
p p p
p p
p
R p p p R p p p p p R p
V V V
p p p p p r p
S V
p p p p p
s
R r U dV U R r dV U R r dV
dS U R r U R r dV
dS U R r dS
     
   
  
             
       
     
  
 

1
) ( ) ( ) ( )
p p
p r p p p
S V
N
U R r U R r dV       
 
上式右方第一项是在 fV 外表面上的固相所占面积 0pS 积分，由式（3.6d）有 
0
0
0 0
0 0 0
0
[ ( , ) ( , )] ( )
1
[ ( 0, ) ( 0, ) ( 0, ) ( 0, )] ( )
2
1
[ ( 0, ) ( 0, ) ( 0,
2
s p p s p s s
p s p s p s s p s p s s
p p s p s p s
n dS r t U r t R r
dS n r t U r t n r t U r t R r
dS r t U r t r
 
  
 
 
   
         
      ) ( 0, )] ( )p s st U r t R r  
 
在区间 [ 0, 0]s sr r  内必有 ( 0, ) ( 0, )p s p sr t r t    和 ( 0, ) ( 0, )p s p sU r t U r t   ，从而 
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0
0 ( ) ( ) 0
p
p p p
S
dS U R r      
于是得到 
1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P p
p p p p p p p p p
V S
N
R r U dV dS U R r U                   
同样有 
1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c c
c c c c c c c c c
V S
N
R r U dV dS U R r U                  
于是铁磁流体表面应力的流动功率的散度平均值是 
1
1
1
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
f p
c
f f f p p p p p p
V S
N
c c c c c c
S
N
R r U dV dS U R r U
dS U R r U
     
   
           
     
 

  (L) 
⑤磁化功率 
将式（1.57）两边除以 dt，就得磁化功之变率为 
0 0
mw M dT M dHH H
dt T dt T dt

 
 
 
 
 
磁化功是单位体积的量，故有 
( , ) ( , ) ( , )mf f mp p mc cw r t dV w r t dV w r t dV     
两边除以 dt而后在邻域 fV 内取平均，就得 
( ) ( ) ( )
f p c
mf mp mc
f p c
V V V
w w w
R r dV R r dV R r dV
dt dt dt
  
          
对于磁平衡流，则固相微粒流之磁化强度为 peM （即 ( )pM L  ），将式（1.57）代入上式得 
0
0
( ) ( )
( )
f p
c
mf pe p pe
f p
V V
p
c c c
c
V
c
w M dT M dH
R r dV R r H dV
dt T dt H dt
M dT M dH
R r H dV
T dt H dt

  
 
  
        
  
  
  
 

 
从而得磁化功率之平均值 
0 0( )
f
mf pe p pe c c c
f p p
V
p c
w M dT M M dT MdH dH
R r dV H H
dt T dt H dt T dt H dt

    
     
             
   (M) 
将以上得出的式（I）、式（J）、式（K）、式（L）及式（M）代入铁磁流体磁平衡流的平均能量方
程中，就得 
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0 0 0
0 0 0
1
( ) ( )
( ) (
pe p pe pe
p s p
p p
c c c c
c c c p p p c c c
c c
p Hcp p
M dT M M dH
c H T H
T dt T H dt
M dT M M dH
c H T H U U
T dt T H dt
dS q R r
   
       
 
      
                 
      
               
       
    
1 1
1 1
1
1 1
0
) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p c
p p
Hp c Hpc c Hc
S S
N N
p p p p p p p c c c c c
S S
N N
pe p pe
p
p
q dS q R r q
dS U R r U dS U R r U
M dT M dH
H
T dt H dt
 
       
 
     
              
  
    
  
  
0
c c c
c
c
M dT M dH
H
T dt H dt
 
  
  
  
 (6.18) 
注意到矢量恒等式 ( ) ( ) ( ) ( )U U U              ，并且在方程（6.18)两边消去同类项，就得铁
磁流体分相流的平均能量方程之一般形式为 
1
1
0 1
1
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
p
p
p pe
p s p p Hcp p Hp
S
Np
p p p p p p
S
N
dT M dH
c T dS q R r q
dt T dt
dS U R r U
   
   
 
          
     


  (6.19a) 
1
1
0 1
1
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
c
c
c c
c c c c Hpc c Hc
S
Nc
c c c c c c
S
N
dT M dH
c T dS q R r q
dt T dt
dS U R r U
   
   
 
        
 
     


  (6.19b) 
上两方程中 sc 和 cc 分别是固相微粒和液相材料的比热容。 
6.4.3  两相间的热交换 
两相间的热交换是在固相微粒表面上进行的。当固相微粒与周围的液相有相对运动时，两者之间
的换热遵从牛顿对流换热定律，即 
( )H p cq h T T   
式中 h称为对流传热系数，它是当温度差为 1K时，在单位面积上和单位时间内所传输的热量。h在层
流和湍流中是很不相同的。由于固相微粒的尺寸极其微小，在液相中的运动是低Re数的运动，所以此
时的 h是层流的传热系数。低Re数的层流传热实际就是热传导。它应服从 Fourier定律。 
设以一个微粒中心为原点的球坐标系，在微粒表面上取一微元面积 0
1 ( )( )p p p pdS r r d r d  ，则按牛
顿对流传热定律有 
0 ( )( )( )Hcp p c p p pdq r h T T r d r d     
在液相内划出一个包围该微粒的同心圆球面。其半径 pr r  ，此球面上的温度是 cT ，微粒尺寸极小，
它在流场中就是一个点，所以表面上的温度就是 pT ，对于所划出的圆球面来说，即使 r是 pr 的几千倍，
在流场中的常规尺度看来，这个圆球仍然是一个点，所以在圆球上的温度处处都是 cT 。这样一来，就
第六章 
 
20 
 
自然形成一种一维的径向导热的模式。若在圆球和微粒表面之间任意取一个同心圆，其半径为 r ，则
在这个圆球面上，通过微元面积 0 ( )( )pr rd rd  的传导热流按照 Fourier定律是 
0 ( )( )Hcp Hc p
dT
dq K r rd rd
dr
    
注意到导热是在以微粒中心为顶点，球片 ( )( )rd rd  为底的四稜锥内进行，因为除径向外，没有
其它方向的换热，所以通过四稜锥所有横截面的热流都相等，于是有 
0 0( )( ) ( )( )( )Hc p p c p p p
dT
K r rd rd r h T T r d r d
dr
        
分离变量，得 
2
2
( )Hc c p p
dr
K dT h T T r
r
   
沿 0
pr 正向积分，就有 
2
1
( )
c
p
p
r
T
Hc c p pT
r
K T h T T r
r

 
   
 
 
注意到 pr r  ，故相对于1 pr 可以略去1 r ，于是得 
( ) ( )Hc c p c p pK T T h T T r    
上式给出低Re数下对流传热系数是 
Hc
p
K
h
r
           (6.20a) 
HcK 是液相物质的导热系数，将其取为常数，故 h也是常数，但 cT 和 pT 在流场内各处不相同，它是
( , )c cT T r t 和 ( , )p pT T r t ，也就是说 ( , )Hcp Hcpq q r t 。 
在传热学中，一个常用的无量纲准数 Nu（即 Nusselt数），其定义是 
Nu
Hc
hd
K
  
对于小圆球状的微粒，特征尺寸 d取为 2 pr ，于是由式（6.20a）就得低Re数下对流传热的 Nu   
Nu 2           (6.20b) 
在方程（6.19a）右方第一项求和号内积分函数 
1 1( )p Hcp Hcp c p pdS q dq h T T dS      
于是有     
1 1
1
1 1 1
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p p
p
p Hcp c p p c p p
S S
N N N p
S
dS q R r R r h T T dS R r h T T V
V
               
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N值十分巨大， 1pV 很微小以致可以看作微元体积 pdV ，则求和式可以写成积分形式，即有 
1
1
1
1
( ) ( ) ( )
p p
p
p Hcp c p p
S V
N p
S
dS q R r R r h T T dV
V
         
注意到 21 4p pS r ， 31 (4 3)p pV r ，同时用式（6.20a）置换h  
1
1 2
3
( ) ( )
p
Hc
p Hcp p c p
S
N p
K
dS q R r T T
r
            (N) 
( , )Hc HcK K r t ，上面 HcK 取为常值只是在
3(4 3) r 的范围之内，它是极小的区间，在流场中几乎可以
视为一个点。同样，对于
Hpcq 的情况，也可得到 
1
1 2
3
( ) ( )
c
Hc
c Hpc p p c
S
N p
K
dS q R r T T
r
             (O) 
6.4.4    两相间的摩擦功率 
1.相对平动运动的摩擦功率 
相对平动运动在微粒表面形成的摩擦应力是 
0 0 0 0
rr r p rr p p rr r r         
将上式代入方程（6.19a）右方第三项求和号内的积分之中，就有 
 
图 6-2   圆球形微粒在球坐标系内的运动 
 
1 1
0 0 0 0
1 1[( ) ] ( ) ( cos sin ) ( )
p p
p p rr p p r p p rr r p
S S
N N
dS r r r kU R r dS U R r                   
由式（2.87a）、式（2.87b）及式（2.88a）、式（2.88b），当 pr r 时，即在微粒表上，应力是 
0
3 1 3 1
( )cos , ( )sin
2 2
rr c p c r c p c
p p
p U U U U
r r
            
于是有 
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1
2
1 0
0
2
12
3 1
( ) ( ) ( ) (2 ) cos ( ) sin
2
1
( ) (2 ) 3 ( )
9 1
( ) ( )
2
p
p rr r p p p c p c
S
N N p
p p c p c
N p
c c p p p
N p
dS U R r R r U r p U U d
r
R r U r U U
r
R r U U U V
r

        
  
 
 
          
  
 
    
  
 
  


 
将求和写成积分的形式，就得 
1
1 2
2
9 1
( ) ( ) ( ) ( )
2
9 1
( )
2
p P
p rr r p c c p p P
S V
N p
c c p p p
p
dS U R r R r U U U dV
r
U U U
r
    
 
       
 
 
   (P) 
式中 ( , )c cU U r t ， ( , )p pU U r t ， ( , )p p r t  。 
对于液相表面 1cS 作用的应力 rr 是
0 0
c rr cr r ， r 是
0 0
c r cr   ，其中 0cr 、 0c 与 0pr 、
0 的方向相反，而
rr 和 r 的数值大小不变，这当然是作用与反作用相等的表现。即 
0
3 1 3 1
( )cos , ( )sin
2 2
rr c p c r c p c
p p
p U U U U
r r
            
面积与面积微元 1cS 、 1cd S 大小相等于 1pS 、 1pdS ，而方向相反。并且，按粘附条件有 1c pU U ，于是 
1 1
1
1
0 0 0 0 0
1 1 1 1
1 1
1
( ) ( ) ( ) ( )
( cos sin ) ( )
( cos sin ) ( )
c c
c
p
c rr r c c c c c rr c c r c c
S S
N N
c rr r c
S
N
p rr r p
S
N
dS U R r dS r r r r kU R r
dS U R r
dS U R r
 


      
    
    
         
   
  
  


 
于是得到 
1
1 1 2
9 1
( ) ( ) ( )
2c
c rr r c c c p c p p
S
N p
dS U R r U U U
r
              (Q) 
式（Q）右方的 pU 和 cU 均系邻域 fV 内的平均速度。 
2.相对转动运动的摩擦功率 
液固两相相对转动而在固相微粒表面上形成的应力是 r ，显然 r 是沿圆球形微粒平行圆圆周的
应力环流。旋转的固相微粒的表面速度是 0
P p P p pr k r r    ，于是有微粒绕轴旋转的表面速度
0 sinP pr   可以看出表面速度也是沿平行圆圆周的。故旋转功率为 
第六章 
 
23 
 
1 1
1
0 0 0 0
1 1
1
[ ( )] ( ) ( ) ( sin ) ( )
( sin ) ( )
p p
p
p r P p p p p r P p
S S
N N
p r p P
S
N
dS r R r r dS r r R r
dS r R r
 

        
   
          

  

 
由式（2.91a）与式（2.91b），在微粒的表面上，即取 pr r ，应力 r 之值为 
3 ( )sinr c P C        
以及 1 (2 sin )p p pdS r r d   ，则有 
1
1
1
3 3
3
1
( sin ) ( )
( )[ 3 ( )sin ]( sin )(2 sin )
( )6 ( ) sin
( )6(4 3) ( ) ( )6 ( )
( )6 (
p
p
p r p P
S
N
c P C p P p p
S
N
p c C P P
o
N
p c C P p p c C P P
N N
c
dS r R r
R r r r r d
R r r d
R r r R r V
R r


   
         
       
          
 
 
   
  
     



 
 
) 6 ( )
p
C P P p p c C P P
V
dV         
    (R) 
若考虑 p 的影响，则将 c 换为  ，若同时考虑分散剂的影响可使用  代替 c 。 
对于与微粒接触的液相，
1 1c pS S  ， 1 1c pdS dS  ，表面应力 ( )r c 与 r 大小相等而方向相反，
它所作用的液相表面的外向法线是 cr ，且 0 0c pr r  ，故
0 0( ) ( )r c c rr     ，表面速度由粘附条件知道仍
然是
p pr  ，于是有 
、   
1
1
1
1
0 0 0
1
1
[( ) ( )] ( )
[ ( ) ( )] ( )
( ) (sin ) ( ) 6 ( )
c
c
p
c r c P p
S
N
c c c r P p
S
N
p r P p p c P c P
S
N
dS r R r
r dS r r R r
dS r R r



  
   
        
    
     
   



     (S) 
 
6.4.5在固相微粒流及液相流各自内部的流动功率和摩擦功率 
方程（6.19a）和方程（6.19b）右方的末项 ( ) ( )p p pU   与 ( ) ( )c c cU   都已经是邻域 fV 内的平
均值。由 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
p p p pij p pi pj pk
i j k
pij p pi pj pk pij p pi
j j
U i j i j k i u ju ku
x x x
i i u ju k u u
x x
   
   
    
                 
  
       
 
由式（2.47）有 
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2
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j i
u u
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x x
    
  
          
 
于是有 
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( ) ( )2
( ) ( )
3
2
( ) ( ) ( ) ( )
3
( )
pij p pi
j
pi pj p pi p pi
ij p pi NP NP p ij
j j i j j
pi pj
p pi NP p pi NP p p pi
i j i j i
p p NP
u
x
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    
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    
             

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u
u U U
x x x
  
  
          
   (T) 
同样可有 
2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3
cjci
c c c c c c c ci c c c c
j i j
uu
U p U u U U
x x x
      
  
                 
   (U) 
 
6.4.6铁磁流体磁平衡分相流的能量守恒方程 
将以上得出的式（N）～式（U）按固、液相分别代入能量方程（6.19a）、（6.19b）中，得 
0 2
2
3
( ) ( )
9 1
( ) 6 ( ) ( )
2
2
( ) ( ) ( )
3
p pe Hc
p s p p c p p Hp p
p p
p c c p p p c C P P p p
p
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j i j
dT M KdH
c T T T K T
dt T dt r
U U U p U
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u u
u U U
x x x
   
       
   
 
         
      
   
          
 (6.21a) 
和 
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( ) ( )
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( ) 6 ( ) ( )
2
2
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c c Hc
c c c p p c c Hc c
c p
p c p c p p c P C P c c
p
cjci
c c ci c c c c
j i j
dT M KdH
c T T T K T
dt T dt r
U U U p U
r
uu
u U U
x x x
   
       
   
 
       
 
      
  
          
  (6.21b) 
 
6.4.7机械能耗散函数 
在铁磁流体混合流理论中，不考虑两相运动的滞后，也就不能反映出两相之间的摩擦。在分相流
理论中，认为每个相都单独地占满场空间，而另外一相在物质上并不存在，而代之以相间的力、力矩、
热交换等作用。这些力和力矩的发生源于运动的滞后和基载液体的粘性。显然它们是粘性摩擦力和摩
擦力矩。这类摩擦的结果都引起机械能转化成摩擦热。在热力学上就是自发的不可逆过程，因而造成
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机械不能恢复的损失。在能量方程中表示这种损失的就是耗散函数 p 和 c ： 
2
9 1 1
( ) 6 ( ) ( )
2
1 2
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c c p p c c p P NP p pi
p p j i j
NP p p p
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u u
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r x x x
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          

   
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  (6.22a) 
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U U U u
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 
      
  
 

  
          
  
 

  (6.22b) 
上式中 p 是单位体积固相微粒流的耗散函数， c 是单位体积液相流的耗散函数。将能量方程式（6.21a）
与式（6.21b）分别除以 p 与 c ，就得单位体积的能量方程： 
0 2
3 1 1
( ) ( ) ( )
p pe Hc
s c p p Hp p p p p
p p p p
dT M KdH
c T T K T p U
dt T dt r
  
 

           

  (6.23a) 
0 2
3 1 1
( ) ( ) ( )
pc c Hc
c p c c Hc c c c c
c c p c c
dT M KdH
c T T K T p U
dt T dt r

  
  

           

  (6.23b) 
上两方程中 sc 和 cc 分别是固相微粒流与液相物质的体积比热容， HpK 是固相微粒流的热传导系数，
它不同于固相物质的热传导系数， HcK 就是液相物质的热传导系数。在现有的铁磁流体中，基载液体都
是不导磁的，即 0cM  ，其它参数 pT 、 cT 、 peM 、H、 p 、 c 、 pU 、 cU 以及 p 、 c 等均是坐标和
时间的函数。 
 
6.4.8  固相微粒流的几个物性参数由初级输运理论得到的近似结果 
1.概述 
固相微粒流由分散的大量固相微粒体组成。单个固相微粒尺寸大致为最小气体分子的 100倍左右，
大的气体分子的尺寸可以达到小气体分子的几千至万倍以上。所以铁磁流体中的固相微粒的常规尺寸
相当于中等的气体分子，它们具有气体分子的热运动是不言而喻的。在标准状况下所有气体每毫升含
有的分子数目是一常数，为 192.688 10 （此即 Loschmidt数），而在铁磁流内，通常每毫升含有的固相
微粒数目的量级为 1610 ～ 1710 。所以，将固相微粒流当作气体那样的分子流来分析，有一定的合理性。 
固相微粒之间是有距离的，在这种分散状态下，其输运过程与连续的大块固相物质不一样，它的
输运过程主要依靠微粒的热运动来实现。粘性系数是热运动中微粒间动量交换的体现，而热传导就是
微粒热运动能变换的结果。温度越高，热运动越旺盛，微粒间互相碰撞的几率越大，因而无论是微粒
流的粘性系数，还是微粒流的热传导系数都随温度升而相应地增大。 
2.固相微粒流的粘性系数 NP  
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按照分子运动论，气体的粘性系数是[11] 
0
2
2
6
emU
d


  
式中，
0m 是单个气体分子的质量， eU 是其热运动速度之平均值， d是气体分子的直径。若取 eU 是统
计平均速度，则有[2,12,13] 
0
0
8
e
k T
U
m
  
将上式代入的关系式中，得 
0 0
2
2
3
m k T
d


 
          (6.24) 
式中 是一个常系数，  121.46  。在本章 6.2节末，曾给出一个 3 4Fe O 微粒流的粘性系 NP 与空气的粘
性系数 air 之间的关系为 
air0.368NP   
利用已知的空气粘度系数之实验值  9 ，计算微粒流的粘性系数列于表 6-1中。 
 
表 6-1 Fe3O4固相微粒流的粘性系数 
 
温度T（ C ） 0 20 40 60 80 100 
粘度 NP （微泊） 62.9 66.6 69.9 73.6 76.4 80.2 
（注：1微泊= 610 泊= 7 210 s mN  ） 
表 6-1 中所列数据可以作为定性的参考。 
3.固相微粒流的体积比热容是 sc  
含有大量微粒的固相微粒群，其单个微粒的热运动能是  12,13  
2
1
1
( )
2
p p em U  
式中 1pm 是一个微粒的质量， 1 1p NP pm V ， 2( )p eU 是微粒流速度平方的统计平均值，由分子运动论给出 
02
1
3
( )p e
p
k T
U
m
  
此式给出热运动动能为 
2
1 0
1 3
( )
2 2
p p em U k T  
于是单位质量的固相微粒的运动动能是 
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0 0
1 1
3 3
2 2p NP p
k T k T
m V
  
单位质量的固相微粒群的总内能 pde 是其热内能 NPc dT 与其热运动动能
0
1
3
2 NP p
k
dT
V
之和，即 
0
1
3
2
p NP
NP p
k
de c dT
V
 
    
 
 
式中
NPc 是固相微粒材料的质量比热容，而固相微粒群的质量比热容 sc是 
                0
1
3
2
s NP
NP p
k
c c
V
           (6.25a) 
由体积比热容 vc 与质量比热容 sc间的关系， v vc c  ，得固相微粒群的体积比热容为 
                0
1
3
2
s NP s NP
p
k
c c c
V
           (6.25b) 
式中 NPc 是固相微粒材料的体积比热容。注意到 Boltzmann常数 0k 的量级是 2310 ，所以固相微粒的体积
1pV 必须很微小，式（6.25b）右方第二项才有实际意义。对于分子尺寸为 1010 m 量级的小分子气体，右
方第一项远小于第二项而可略，所以单原子气体的热容量基本上是其平动热运动的动能。如果固相微
粒的尺寸比较大，则右方第二项远小于第一项而可略，或固相微粒的尺寸超过微米级，微粒就不出现
热运动，这时的比热容仅体现固相材料内部的热内能。 
4.固相微粒的热传导系数 HpK  
按照分子运动论，气态物质的热传导过程是热运动分子之间的动能交换，而粘性则是热运动分子
之间的动量交换，所以这两者必有关联。设两者具有简单关系，即 
Hp NPK A  
式中 A是一个系数。用量纲分析可以对 A进行推断。为了简单明了，此处直接使用单位分析来推断 A。
热传导系数 HpK 的单位是 m (m s K)N    ，粘性系数 NP 的单位是
2 2 2s m (kg m s ) (s m )N       
kg (m s) 。于是 A的单位是 
mm kg
m s K m s kg K
NN   
   
   

   
 
显然，等号右方是质量比热容的单位，由此可见 A即 sc，于是 
                      Hp s NPK c                              (6.26a) 
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按照分子运动论严格地推导得出关系式正是式（6.26a）。[11] 
利用
s NP sc c  ，动力粘性系数 NP 与运动粘性系数 NP 的关系，即 NP NP NP   ，可以将式（6.26a）
改写成 
s
Hp NP s NP
NP
c
K c 

                       (6.26b) 
 
6.5  铁磁流分相流的三种磁况 
所谓磁况均指磁化强度的状况。即磁松弛、磁平衡和磁冻结。在分析分相流的磁松弛问题上，情
况比混合流略为简单一些。当然，引起磁松弛的涡粘力矩和外磁场的旋转仍然存在，其物理模型就是
图 4-1（a）和（b）。 
1.磁松弛的磁化强度 
这里的磁强度M是指固相微粒流的磁化强度。由式（5.18b）给出 
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将上式代入式（4.68b）中，得 
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由图 4-1（a）可见 
0
0
cosz
M
M
  
于是得到磁松弛的M  
1 2
2
02 2 2 2 2 2
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  (6.27a) 
M和外磁场之间的夹角 m 是 
 
1 2
2
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     (6.27b) 
式中（6.27a）与式（6.27b）右方的 2 2( )PH z rt  通常是二阶小量，相对 1可以略去。在上述两式中，综合
磁松弛时间 rt 见式（4.51b），磁松弛参数 e 见式（4.77a）与式（4.77b），基载液体的粘性系数  见式
（4.32）。此外，两式中的 0M 即平衡磁化强度 peM  
     
1
0
1
1
( ) coth
p
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p
m
M M M L
V
 

 
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 
              (6.28) 
式中 见式（1.16）。
1pm 是固相微粒的磁矩。 
2.磁平衡的磁化强度 
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磁平衡的基本条件是磁松弛时间
rt 相对转动的特征时间是高阶小，这时磁松弛参数 e 趋近于零，
这时式（6.27a）给出
0M M ，式（3.27b）给出 0m  。此即在磁平衡状态下，固相微粒流磁化强度
由 Langevin方程决定，并且磁化强度的方程保持与外磁场一致。 
3.磁冻结状况 
此时的固相微粒流的磁化强度，在流动过程中保持动始值不变，即 
iM M 常矢                        (6.29) 
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